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Estos apuntes pretenden constituir una guia —muy concisa pero, dentro de lo posible, autoconsistente— a los
contenidos de un curso de Mecanica Estadistica. No reemplazan a un libro de texto ni a las clases en el aula.
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Estadistica adopta una formulacién clasica, aunque el tema central son los sistemas cuanticos de particulas
no interactuantes. En grandes lineas, el curso comprende teoria de ensembles y sistemas cuanticos, con
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1. Mecanica Estadistica: jqué es?

Mecanica Estadistica es uno de esos cursos a los cuales se llega sin saber exactamente qué

contiene, asi que empecémoslo describiendo brevemente de qué se trata esta rama de la Fisica.

En términos algo grandilocuentes, podemos decir que la Mecanica Estadistica contribuye a responder
una pregunta fundamental sobre el método cientifico o, méas bien, sobre cémo esta estructurado el
conocimiento que el método cientifico produce sobre el mundo que nos rodea. Para plantear esta

pregunta, hagamos primero la siguiente observacién:

Cualquier sistema natural suficientemente complejo esta caracterizado por la concurrencia de una
multitud de fenémenos que tipicamente ocurren sobre una enorme diversidad de escalas, en cuanto
a las distancias y tiempos tipicos involucrados. Desde la perspectiva cientifica, estos fenémenos no
son independientes unos de los otros, sino que estan organizados jerdrquicamente: los que ocurren a
escalas microscépicas (distancias pequefias, tiempos cortos) subyacen a los de escalas macroscépicas,
en el sentido de que estos altimos son la manifestacién emergente, a escalas espaciales mayores y
tiempos mas largos, del efecto combinado de los primeros. La columna de la izquierda de la figura
1.1 ilustra esta jerarquia en el caso de un ser vivo con capacidades cognitivas, donde la jerarquia en
cuestion abarca desde las escalas a las que se manifiestan esas capacidades hasta la escala atémica,
pasando por las escalas relevantes al sistema nervioso, las células que lo conforman, y su estructura

molecular.

Ciencias cognitivas,
—— psicologia,
sociologia...

—— Neurociencias

— Biologia celular

——— Quimica

) W) W) =N

— Fisica

Figura 1.1: Johann Sebastian Bach (1685-1750), el compositor aleman del Barroco tardio, como
sistema natural suficientemente complejo. La columna de la izquierda ilustra la jerarquia fenomeno-
l6gica, y la derecha la jerarquia de disciplinas cientificas asociadas a cada nivel de descripcién.
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A lo largo de siglos de trabajo, diversas ramas de la ciencia han desarrollado modelos y teorias
para gran parte de estos fenémenos, produciendo —en muchos casos— descripciones y predicciones
extremadamente detalladas y precisas. Naturalmente, cada una de estas descripciones funciona a
su propio nivel, asociado con las escalas caracteristicas de cada fenémeno. La pregunta que nos
formulamos entonces es la siguiente: asi como los fenémenos en escalas microscépicas subyacen a
los macroscépicos, jes posible vincular formalmente /los niveles de descripcién propuestos por cada

disciplina cientifica, deduciendo /as descripciones macroscépicas de las microscépicas?

Planteada con tanta generalidad, por supuesto, esta pregunta es formidablemente complicada. Ya
de por si, la enorme variedad de herramientas con que trabajan las diferentes disciplinas sugiere que
dificilmente sea posible establecer el vinculo en todos los casos. Incluso seria necesario, antes que

nada, clarificar el significado del verbo “deducir” utilizado en la pregunta.

Si nos restringimos a la descripcién de los sistemas fisicos, sin embargo, la pregunta se vuelve mas
abordable. En efecto, los modelos y teorias de que disponemos en el marco de la Fisica estan tipica-
mente formulados en términos matematicos. En ese contexto, obtener formalmente una descripcién
para los fenémenos macroscépicos a partir de la teoria para los fenémenos microscépicos subya-
centes puede interpretarse como un proceso de deduccién matematica. Precisamente, la Mecénica
Estadistica encara ese programa para los sistemas que, a nivel microscépico, estan descriptos por la

Mecanica (clasica o cuantica) y que a nivel macroscépico estan descriptos por la Termodinamica.

Mecanica ' . —= Termodinamica
Mecanica Estadistica

Al final de la historia, como ya veremos, el proceso dista mucho de ser una deduccién matematica
formal pero, como contrapartida, habremos creado una poderosa herramienta para comprender una

vasta clase de sistemas fisicos.

La posibilidad de deducir rigurosamente la Termodinamica a partir de la
Mecanica Clasica puede descartarse practicamente de plano, en virtud
de uno de los resultados matematicos mas generales sobre los sistemas L ‘
mecanicos: el teorema de recurrencia, atribuido a Henri Poincaré, ’3 a0 W
pero discutido a varios niveles desde mediados del siglo XIX, hasta su
demostracién completa a principios del siglo XX. El teorema de Poincaré
se refiere a un sistema mecanico auténomo —es decir, libre de acciones

externas dependientes del tiempo— que

oincaré

= satisface las ecuaciones de Hamilton (es decir, es conservativo), y

= se mantiene en una regién acotada del espacio de las fases (sus coordenadas e impulsos nunca

divergen).
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Bajo estas suposiciones, el teorema asegura que, a lo largo de su evolucién temporal, el sistema
pasa recurrentemente por un entorno arbitrariamente pequefio de su condicién inicial. En otras
palabras, cualquiera sea el estado en que preparemos al sistema a tiempo cero, su evolucién lo traera
repetidamente tan cerca como se desee de ese estado. Por ejemplo, si tenemos particulas dentro
de una caja, contra cuyas paredes chocan elasticamente, e inicialmente las acomodamos en una
de las esquinas de la caja con velocidades cualesquiera, esperando suficiente tiempo volveremos a
encontrar a todas las particulas en la vecindad inmediata de esa esquina, con practicamente las

mismas velocidades.

La descripcién termodinamica, por su lado, se basa en la observacion experimental de que los sistemas
aislados evolucionan hacia estados de equilibrio. De hecho, como teoria fisica, la Termodinami-
ca esta formulada solamente para esos estados. La existencia de una situacién macroscépicamente
estacionaria, el equilibrio termodinamico, parece contradecirse irreconciliablemente con el teore-
ma de Poincaré. Sin embargo, al igual que la Termodinamica, la descripcién a nivel microscépico
de los sistemas mecanicos mediante las ecuaciones de Hamilton (o sus equivalentes newtonianos o

lagrangianos) esta en excelente acuerdo con los resultados experimentales.

iEn qué reside esta contradiccién entre un resultado matematico riguroso para la descripcién mi-
croscépica y una suposicion basica de la descripcion macroscépica, ambas muy exitosas en sus
respectivos ambitos? jSera que las ecuaciones de Hamilton fallan para tiempos grandes? ; Tendra
que ver con la imposibilidad de tener un sistema puramente conservativo, o rigurosamente aislado del
ambiente? En la practica, jseran tan grandes los tiempos de recurrencia que es imposible observar
el regreso a la condicién inicial? O esos estados “especiales’, como con todas las particulas en la

esquina de una caja, seran en algin sentido irrelevantes para la descripcién termodindmica?

Tales preguntas sobrevolaban las cabezas de nuestros colegas en la segun-
da mitad del siglo XIX, cuando algunas de las formulaciones mas rigurosas
de la Mecanica Clasica y de la Termodinamica ya estaban bien desarro-
lladas, y era tentador procurar conectarlas. Fisicos como Rudolf Clausius,
Josiah W. Gibbs, James C. Maxwell y, sobre todo, Ludwig E. Boltzmann
contribuyeron a dar forma a esa conexién. Su formulacién actual data de
las primeras décadas del siglo XX, gracias al trabajo de Paul Ehrenfest,
Albert Einstein y Enrico Fermi, entre otros. El resultado de este proce-

so no fue una deduccién matematica rigurosa que permitiera obtener los

principios de la Termodinamica a partir de las leyes de la Mecanica, como
se planteaba originalmente. Mas bien, fue un producto mas interesante desde el punto de vista de
la Fisica: un nuevo nivel de descripcion, intermedio entre la Mecanica y la Termodindmica —por
lo cual se lo suele llamar mesoscépico- que, realizando las identificaciones apropiadas entre las
magnitudes relevantes de los niveles microscépico y macroscépico, permite establecer la conexion

entre los elementos del mundo mecénico y las variables termodinamicas y sus relaciones.

Este nivel de descripcion mesoscopico constituye, precisamente, la Mecanica Estadistica. Siendo
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una teoria formulada a un nivel independiente de los de la Mecanica y la Termodinamica, tiene sus
propios principios e hipétesis fundacionales. Inicialmente, estos principios pueden resultarnos poco
intuitivos y hasta forzados, pero —como ocurre con los principios de cualquier teoria fisica, incluidas
la Mecanica y la Termodinamica— su validez se demuestra a través de su capacidad para explicar
observaciones empiricas y predecir nuevos fenémenos. La Mecénica Estadistica no solamente nos
permite comprender los elusivos conceptos termodinamicos (pensemos en la entropia, las energias |i-
bres, el potencial quimico) en base a los conceptos, mucho mas familiares, de la Mecanica (velocidad,
fuerza, energia). También abre las puertas al estudio de una rica fenomenologia accesible al analisis
experimental, pero cuya descripcién en términos mecanicos o termodinamicos es impracticable. Una

parte importante del curso estara dedicada a estudiar estos fenémenos.

Desde el punto de vista histérico, la Mecanica Estadistica es la primera teoria de la Fisica planteada
en términos puramente probabilisticos (de ahi, la “Estadistica” del nombre). Esta fue una nove-
dad metodolégica importantisima, y conceptualmente fundamental para el desarrollo de la Mecénica
Cuantica, pocos afios después. Para nosotros, va a significar la introduccién de una bateria de concep-
tos y procedimientos completamente ajenos tanto a la Mecanica Clasica como a la Termodinamica,

y esenciales en casi cualquier ambito de la Fisica moderna.

Comentemos finalmente que la descripcién de los sistemas fisicos provista por la Mecanica Esta-
distica requiere considerar explicitamente el caracter cuantico de la materia —de lo contrario, sus
predicciones son erréneas. La cuantificacién (discretitud) de las cantidades fisicas, asi como la
indistinguibilidad y el espin de las particulas elementales, son propiedades de naturaleza cuantica
que participan directamente de las aplicaciones de la teoria. Usualmente, los estudiantes de este
curso no estan familiarizados (todavia) con estos conceptos, que se aprenden formalmente en el
curso simultaneo de Mecéanica Cuantica. En nuestro curso los iremos introduciendo en la medida de

lo necesario. Su profundizacién quedara a cargo de quien corresponda...
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2. Probabilidad, ensembles y entropia

El concepto basico sobre el que se construye la Mecéanica Estadistica es la probabilidad de observar
un dado sistema mecanico en uno de sus estados accesibles. Por “estado” entendemos una de las
configuraciones posibles de sus variables microscépicas —es decir, de sus coordenadas y sus momentos.
Recordemos que el conjunto de todos los estados accesibles a un sistema descripto por la Mecanica
Clasica, que coincide con el conjunto de todas las condiciones iniciales en que el sistema puede
prepararse, conforma su espacio de fases. Las variables del espacio de fases son, justamente,
las coordenadas e impulsos conjugados de la descripciéon hamiltoniana (coordenadas cartesianas e
impulsos lineales, angulos e impulsos angulares, etc., dependiendo de la naturaleza del sistema en

cuestion).

Teniendo en cuenta el caracter determinista de las leyes de la Mecanica Clasica, suena extrafio
referirse a la probabilidad de observar un sistema en un dado estado. En efecto, dadas las ecuaciones
de movimiento que gobiernan la dinamica del sistema y la condicién inicial en que se lo prepara, los
estados que recorre en el espacio de fases a lo largo del tiempo estan univocamente determinados: no
hay incerteza posible respecto de dénde se encontrara el sistema en un dado momento. Desde el punto
de vista de la Mecanica Estadistica, sin embargo, resulta razonable renunciar a construir una teoria
determinista, dado que apuntamos a establecer una conexién con la descripcién termodinamica,
donde no quedan rastros del determinismo mecanico-clasico —a pesar de que la Termodinamica
también esta basada en principios deterministas. Por otro lado, a nivel puramente mecanico, existen
elementos que justifican introducir nociones probabilisticas: el enorme namero de grados de libertad
de los sistemas que admiten una descripcién termodinamica (pensemos en el namero de Avogadro,
N4 ~ 10%*), la dificultad practica de conocer exactamente su condicién inicial, el comportamiento
cadtico (sensibilidad a las condiciones iniciales) de casi todos los sistemas, y la imposibilidad de
encontrar la solucion explicita de las ecuaciones de movimiento, atn para sistemas de pocos grados
de libertad, son algunos de ellos. En el marco de la Mecanica Cuantica, mientras tanto, la descripcion

probabilistica es inherente a la propia teoria.

La conexién entre el determinismo mecanico-clasico y el enfoque probabilistico de la Mecanica Esta-
distica se formula mediante la hipétesis ergddica, que puede considerarse uno de los principios de
la teoria. En términos cualitativos, la hipétesis ergddica establece que el conjunto de observaciones
que hariamos a lo largo de la evolucién temporal de un Gnico sistema mecanico puede ser reem-
plazado por observaciones simultaneas realizadas sobre un conjunto de copias idénticas del sistema.
Mas precisamente, el promedio temporal, a lo largo de la evolucién del sistema, de cualquiera de sus
variable mecanicas, es igual al promedio de la misma variable calculado sobre un conjunto, conve-
nientemente construido, de copias del sistema. Este conjunto recibe el (desafortunado) nombre de
ensemble.’ Una vez construido, entonces, permite reemplazar promedios temporales por promedios
estadisticos (o de ensemble). Para los pocos sistemas en los que puede demostrarse matematica-

mente que tal conjunto existe, la hipétesis ergédica se transforma en un teorema. Usualmente, sin

tProntnciase “ensamble”, ... o0 “ansambl” para 1@s mas sofisticad@s.
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embargo, esta demostracion es imposible. Introduciendo la hipétesis ergédica como un principio de
la Mecanica Estadistica, una de las tareas basicas de la teoria consistird en determinar —aun en
ausencia de un teorema ergéddico— cuél es el ensemble apropiado para cada situacién fisica que se

desea describir.

Para empezar a familiarizarnos con la nocién de ensemble, y con una finalidad que quedard mas
clara al terminar el calculo, consideremos un sistema (de cualquier naturaleza, no necesariamente
un sistema fisico) del que sabemos que puede acceder a un conjunto de Q estados posibles, con
probabilidades py, p2, ..., pa (3>, po = 1). En este enunciado, asi como en el resto del curso, esta
implicita una interpretacion frecuentista de la probabilidad: p,, la probabilidad de encontrar al
sistema en el estado w, es la fraccion de veces en que se lo observa en ese estado en una serie
infinitamente larga de observaciones. Tomemos ahora un ensemble formado por K copias del mismo
sistema. Al observar al ensemble, jcual es la probabilidad de encontrar K; copias en el estado 1, K>
en el estado 2, ...,y Kq en el estado Q (con ) K, = K)? No es dificil convencerse de que esta

probabilidad vale
K!

T KKl

-, K. - ., o .
En esta expresion, el producto p{(lpé(2 ... pQ" es la composicion de las probabilidades asociadas a la

P(K]_,K2,...,KQ) Kﬂlp{ﬁpéﬁ_,.pgﬂ, (2.1)

eleccion del estado en que se encuentra cada copia del sistema. Mientras tanto, el prefactor

K!
KKyl KQ!

W(Ky, Kz, ... Kq) (2.2)

no es otro que el coeficiente multinomial (generalizacién del binomial), que da el namero de modos
posibles en que el ensemble de K copias puede dividirse en subconjuntos con Ky, K>, ..., Kq ele-
mentos. Llamamos a W el nimero de configuraciones del ensemble, para los valores elegidos de
Ki, Ks, ..., Kq.

Kl K2
[ ]

... L K J

Py P>

Figura 2.1: Distribuir las K copias de un ensemble entre los €2 estados accesibles al sistema bajo
estudio es equivalente a repartir K bolitas en € cajas, con diferente probabilidad para cada caja.

i Qué forma tiene la probabilidad P como funcién de Ky, K», ..., Kq?
Cuando K se hace muy grande, esperamos que el nimero de copias
en el estado w se acerque cada vez mas a p,K, de modo que P
tenderd a concentrarse alrededor del punto en que K, = p,K, para

cadaw =1,2,...,Q (en qué sentido matematico ocurre esta concen-

tracion de probabilidad quedara claro en un ejercicio de la practica).
Como veremos inmediatamente, resulta de interés calcular el niimero

de configuraciones W en el punto en que P alcanza su maximo.
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Concretamente, vamos a calcular el logaritmo del namero de configuraciones en ese punto, es decir,
InW(p:1 K, p2K, ..., paK). Para esto, suponiendo que tanto K como todos los K, son suficiente-
mente grandes, utilizamos la férmula de Stirling (algo asi como el martillo entre las herramientas

matematicas de la Mecanica Estadistica), que asegura que
InN!~ NinN — N (2.3)

para N grande. Introduciendo esta aproximacién, obtenemos

Q
InW(le,pgK,...,pQK):—Kprlnpw, (2.4)
w=1

donde en cada término hemos separado Inp,K = Inp, + In K, y hemos usado explicitamente que
Y. po=1y > K, = K. Es interesante observar que InW calculado en el maximo de Py en
el limite de K grande resulta ser proporcional a K. En el idioma de la Termodinamica diriamos que
es una cantidad extensiva respecto del nimero de copias en el ensemble. Mientras tanto, el factor
que multiplica a K depende solamente de las probabilidades p,,, de modo que puede interpretarse
como una propiedad de cada copia, es decir, del sistema original que replicamos para construir el

ensemble. La cantidad

Q
S= —kprlnpw, (2.5)
w=1

donde k es una constante elegida para fijar las unidades con que se mide S, se llama entropia de

Shannon de la distribucién de probabilidad p1, pa, . .., pa.

Claude Shannon introdujo la cantidad S de la ecuacién 2.5 en sus trabajos
fundacionales de la Teoria de la Informacién, a mediados del siglo XX. Sin
embargo, no era la primera vez que la suma del producto de las probabi-
lidades por sus logaritmos hacia su aparicién en la ciencia: oh casualidad,
Boltzmann ya se habia topado con una expresién analoga, mientras ex-
ploraba cémo evaluar la entropia termodinamica en términos de variables
mecanicas. Shannon, por su lado, la utilizé para cuantificar la informacién

contenida en un mensaje expresado en formato digital —es decir, en una se-

C. Shannon

cuencia de simbolos. Tradicionalmente, cuando los simbolos utilizados son

ceros y unos, se elige k =1/In2, de modo que S =—3% . p,log, p..
Para esta eleccion de k, la unidad de entropia se llama bit. Cuando las probabilidades de encontrar
un cero o un uno son iguales, pp = p; = 1/2, la entropia es S = 1 bit. Esta es la informacién con-
tenida en cada simbolo en esa secuencia (por ejemplo, la serie de resultados de tirar sucesivamente

una moneda —no cargada— a cara o ceca).

La entropia de Shannon tiene una propiedad muy deseable desde el punto de vista de la conexién

con la Termodinamica. Supongamos tener un sistema formado por dos subsistemas mutuamente

TEs importante complementar la lectura de estas notas con la realizacién de calculos como éste, que normalmente
desarrollariamos en el pizarrén. En general, no son complicados, y resultan una buena introduccién a los que habra
que encarar en los problemas de la practica.
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independientes, Ay B, cada uno de los cuales accede a su propio conjunto de estados con probabili-
dades p,,, Y qug. respectivamente. Debido a la independencia de los dos subsistemas, la probabilidad
de que A se encuentre en el estado wp y B en el estado wg esta dada por el producto p,,q.,;- Bajo
estas condiciones, es posible demostrar (como propone un ejercicio de la practica) que la entropia
del sistema total se separa en dos términos, S = S, + Sg, donde las entropias S, y Sg son las

correspondientes a cada subsistema, calculadas con las respectivas probabilidades:

QA QB
Sa=—kY puanpus  Se=—k D> GusInQu. (2.6)

wa=1 wp=1
En otras palabras, la entropia de Shannon de un sistema es una cantidad aditiva respecto de los
subsistemas mutuamente independientes, una propiedad compartida con la entropia de los sistemas

en equilibrio termodinamico.

A partir de la proxima leccion, veremos cémo utilizar la entropia de Shannon como punto de partida
para proponer la formulacién probabilistica con que vamos a conectar la Mecanica con la Termodi-

namica.
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3. Principio de maxima entropia

Habiendo introducido la entropia de Shannon, ecuacién 2.5, estamos en condiciones de formular
la hipotesis basica sobre la que construiremos la Mecanica Estadistica: el principio de maxima
entropia. Este principio establece que, para un sistema en equilibrio termodinamico (macroscépico),
la distribucion de probabilidad de sus estados mecanicos (microscépicos) maximiza la entropia de
Shannon. En otras palabras, es posible calcular las probabilidades con que un sistema mecanico en
equilibrio termodinamico se encuentra en cada uno de sus estados microscépicos (o microestados)
requiriendo que S sea maxima respecto de esas mismas probabilidades. Vale la pena notar que siendo
S una funcién continua, no negativa y acotada en el dominio sobre el que varian las probabilidades,
siempre alcanza un maximo en ese dominio. Incluso es posible demostrar que el maximo se encuentra
siempre en el interior del dominio. También es importante destacar que el principio de maxima
entropia se formula solamente para sistemas mecanicos en equilibrio termodinamico. Su aplicacién
a sistemas de otra naturaleza (por ejemplo, J. S. Bach y/o sus composiciones musicales; ver figura

1.1) son abusos cuyas consecuencias corren por cuenta del usuario.

Necesariamente, la maximizacion de la entropia de Shannon S respecto de las probabilidades p,,
debe efectuarse condicionada por la normalizacién de las probabilidades, _ p, = 1. Como veremos
mas adelante, en ciertas situaciones tiene sentido fisico agregar condiciones adicionales para realizar
el calculo. En todos los casos, estas condiciones pueden tenerse en cuenta en el proceso de maximi-
zacion utilizando multiplicadores de Lagrange. Cuando la Gnica condicién es la normalizacién de las

probabilidades, basta con introducir un solo multiplicador X, definiendo la cantidad auxiliar

Q Q
§:—kprInpw+>\ pr—l : (3.1)
w=1 w=1
Las €2 + 1 ecuaciones
9 _y (w=12...,9Q) i =1 (3.2)
apw_ - ' LA | 1 w_lpw_ 1 .
permiten obtener los valores de las Q2 probabilidades p,, que maximizan S,
;_: §s ;W y el multiplicador A. El resultado inmediato de este calculo es

p. = Q! para todo w. (3.3)

En otras palabras, con la Gnica condicién de que las probabilidades estén
normalizadas, la maximizacién de la entropia implica que los microestados
del sistema en estudio son equiprobables. Reemplazando esta distribucién

de probabilidad en la expresién para la entropia de Shannon, obtenemos

LVDWIG
BOLTZMANN
16% - 1906

S=kinQ. (3.4)

Con una notacién levemente diferente, esta férmula se lee —sucinto epitafio— sobre la tumba de

Boltzmann en el Cementerio Central de Viena.
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La distribucion de probabilidad 3.3 se interpreta como la representacioén estadistica de un sistema
mecanico que evoluciona gobernado por las ecuaciones de Hamilton, es decir, un sistema aislado
donde se conserva la energia (para simplificar la discusion, nos restringimos a considerar sistemas
donde la energia coincide con el hamiltoniano). En la descripcién estadistica, entonces, un sistema
mecanico en el que se conserva la energia se encuentra en cualquiera de sus estados accesibles con
igual probabilidad. Nétese cuidadosamente que estas afirmaciones tienen el caracter de hipétesis,
como interpretacion del resultado de aplicar el principio de maxima entropia. Su validez provendra
de una verificacion empirica. El ensemble formado por copias de un sistema mecanico distribuidas

con igual probabilidad sobre todos los microestados de una dada energia se llama microcanénico.

Como bien sabemos, sin embargo, desde el punto de vista de la Termodindmica tiene interés con-
siderar sistemas capaces de intercambiar energia con el exterior —es decir, sistemas que no estan
aislados. De hecho, en la practica, llegar a la condicién de equilibrio termodindmico implica tipi-
camente interactuar con el ambiente a través del intercambio de energia. La maximizacién de la
entropia se generaliza en esta direccién admitiendo que el sistema accede a microestados con dife-
rentes energias, €,, cada uno con probabilidad p,, con la condicién de que la energia promediada

sobre todos los microestados (energia media) tenga un dado valor E:

Q
prew =E. (3.5)
w=1

Esta condicion puede incorporarse al proceso de maximizacién de la entropia introduciendo un nuevo

multiplicador de Lagrange:

Q Q Q
§:—kprInpw+)\ pr—l + prew—E . (3.6)
w=1 w=1 w=1

Las €+ 2 ecuaciones 3.2 y 3.5 permiten ahora obtener las Q probabilidades p, que maximizan S, y
los dos multiplicadores A y A’. Haciendo el calculo explicitamente, el resultado para las probabilidades
puede escribirse
1
—B(E)ew
——e€ : 3.7
Z(E) (3.7)

En esta expresion, las cantidades Z(E) y B(E) son combinaciones de los dos multiplicadores de

Pu =

Lagrange, que a su vez resultan ser funciones de la energia media E. En particular, Z(E) cumple el
papel de una constante de normalizacién, que asegura que » _ p, = 1. En cuanto a B(E) —que, como
veremos en el futuro, es generalmente una cantidad positiva— controla cémo varia la probabilidad
con la energia de cada microestado. En efecto, a diferencia del ensemble microcanénico, ahora la
probabilidad no es la misma para cada microestado, sino que depende de su energia. Para § > 0, p,,
decrece exponencialmente con ¢,. El factor exponencial exp(—Be,) —omnipresente, como veremos,

en toda la formulacién de la Mecanica Estadistica— suele llamarse factor de Boltzmann.

El ensemble formado por copias de un sistema mecanico que puede acceder a microestados de
energias cualesquiera €, con la condicién de que la energia media esté fijada en un valor E, y donde

la probabilidad p,, de cada microestado estad dada por 3.7, recibe el calificativo de canénico.

10



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

Los resultados 3.3 y 3.7, obtenidos maximizando la entropia completamente in abstracto —es decir,
sin hacer referencia a ningtn sistema fisico en particular— pueden causar cierta (o mucha) perplejidad
en la/el estudiante que se los encuentra por primera vez. Una parte importante de las clases que
siguen va a estar dedicada a ilustrar su aplicacién en situaciones concretas, primero con el ensemble
microcanénico y luego con el canénico. Como veremos, la conexién entre esta formulacién proba-
bilistica para los sistemas mecanicos y las respectivas relaciones termodinamicas van a comenzar
a aparecer desde las primeras aplicaciones, lo que nos va a ayudar a ganar confianza en la base

conceptual y las metodologias de la Mecanica Estadistica.
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4. Gas ideal en el ensemble microcandnico

Como vimos en la leccién 3, la descripcién estadistica de un sistema aislado en el que se conserva la
energia esta dada por el ensemble microcanénico, en el que se asigna la misma probabilidad a cada
microestado del sistema. En esta leccién, como primera aplicacién de la formulacién microcanénica,
vamos a considerar un conjunto de N particulas idénticas de masa m, encerradas en un volumen
tridimensional V/, contra cuyas paredes chocan elasticamente. Las particulas interactian débilmente,
en el sentido de que intercambian energia a través de colisiones ocasionales y localizadas en el
espacio, pero la mayor parte del tiempo se comportan como particulas libres. En virtud de esta
suposicion, aproximaremos la energia total E del sistema por la suma de las energias cinéticas de
las particulas. Nuestro objetivo sera calcular la entropia de Shannon de este sistema mecénico en el

ensemble microcanénico, dada por la ecuacién 3.4.

El primer problema que salta a la vista al encarar este calculo es que, de
acuerdo a 3.4, la entropia es proporcional al logaritmo del nimero de mi-
croestados accesibles al sistema. En la descripcién clasica de los sistemas
mecanicos, sin embargo, ese nimero es infinito, ya que las variables que
definen cada estado (posiciones y velocidades) toman valores continuos.
En nuestro auxilio aparece, por primera vez pero no por dltima, la Meca-
nica Cuantica. Los resultados del tratamiento cuantico de los sistemas
mecanicos (tal como se estudiara en el curso correspondiente) indican que
el espacio de las fases no es un continuo, sino que esta dividido en “celdas”

discretas, de tamafio finito, dentro de cada una de las cuales hay un solo

microestado.” Para un sistema mecanico con G grados de libertad, cuyo
espacio de las fases tiene 2G dimensiones (G coordenadas y G impulsos), el volumen de cada celda
es h®, donde h ~ 6,6 x 1073* J s (joule segundo) es la constante de Planck. Visto el pequefiisimo
valor de h, no es inesperado que esta discretizacion del espacio de las fases pase desapercibida en la
Mecanica Clasica. En todo caso, la division en celdas que contienen un solo microestado cada una
nos permite calcular inmediatamente el nimero de estados en un dado volumen U del espacio de
las fases de 2G dimensiones, simplemente como el cociente U/hG. En nuestro sistema, el nimero de

grados de libertad es el producto de la dimensién del espacio por el nimero de particulas, G = 3N.

Los problemas no terminan aqui, sin embargo. La prescripcién microcanénica indica que los
microestados que deben contarse para calcular la entropia son aquellos que corresponden a una
energia dada E. Como adelantamos, en nuestro sistema E es la energia cinética total de las particulas,

que escribimos
N

1
E: _’n 21 41

donde p, = (p5, p’, p2) es el impulso de la particula n-ésima. En el espacio de las fases, la ecuacion

TEstrictamente, el concepto de espacio de las fases no existe en la Mecanica Cuantica. La discretizacién del espacio
de las fases es una interpretacion de los resultados cuanticos trasladados al contexto clasico.

12
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4.1 representa la superficie de una hiperesfera en las variables de impulso. Pero la superficie de
una hiperesfera —como toda hipersuperficie— tiene volumen cero de modo que, en el sentido del
parrafo anterior, jno puede contener ningin microestado! Es de nuevo desde la Mecanica Cuantica
que surge una solucién para este obstaculo. En la perspectiva cuantica, la energia de un sistema
no puede conocerse exactamente: siempre existe una incerteza —asociada a la resolucién temporal
con que se observa al sistema— que hace que la energia pueda determinarse solamente a menos de
una cierta cantidad §E. |dealmente, esta incerteza en el valor de la energia serd mucho menor que
E. Admitiendo esta indeterminacion, la hiperesfera se transforma en una “cascara hiperesférica” de
espesor finito, relacionado con §E, que ahora si posee volumen vy, por lo tanto, contiene un dado

namero de microestados.
Pi
Pi

‘\}

qi

(1.
-

Figura 4.1: Representacién esquematica de la divisién del espacio de las fases en “celdas” de tamafio
h por cada grado de libertad (izquierda), y de la “cascara hiperesférica” de energia constante —con
incerteza cuantica— en las coordenadas de impulso (derecha).

Finalmente, hay un tercer aspecto de origen cuantico a tener en cuenta
en nuestro calculo. En la Mecéanica Clasica las particulas idénticas del
sistema son distinguibles: dos microestados que difieren en el intercambio
de las variables mecanicas (posiciones y velocidades) de dos particulas se
consideran diferentes y, de hecho, corresponden a diferentes puntos en el
espacio de las fases. La Mecanica Cuantica, en cambio, prescribe que dos
(o mas) particulas que comparten el dominio espacial donde se mueven
deben ser consideradas indistinguibles: el intercambio de sus variables
mecanicas no produce estados diferentes. Por lo tanto, si vamos a contar

microestados a partir de un calculo de volumen en el espacio de las fases,

: sera necesario que “descontemos’ todos los estados que difieren entre si
en el intercambio de particulas. Parece complicado, pero no lo es: suponiendo que no hay particulas
cuyas posiciones y velocidades coinciden, basta con dividir el resultado por N!, que es justamente el
namero total de formas de intercambiar las N particulas. Histéricamente, durante el desarrollo de la

Mecanica Estadistica y antes del de la Mecanica Cuantica, la necesidad de introducir esta correccién
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dio lugar a la llamada paradoja de Gibbs: nadie entendia por qué era necesaria la correccién pero,
de no introducirla, la entropia calculada a partir de la ecuacién 3.4 resultaba ser una cantidad no

extensiva respecto del nimero de particulas N (como se demostrara en un ejercicio de la practica).

El volumen del espacio de las fases ocupado por los microestados que nos interesan se calcula como
una integral sobre el espacio de las fases, que tiene la forma de un producto de contribuciones
provenientes de las diversas variables mecanicas involucradas. (i) De las coordenadas espaciales
de cada particula tenemos un factor V, ya que cada particula puede acceder a todo el volumen
ocupado por el sistema. En total, por lo tanto, las coordenadas espaciales contribuyen a la integral
con un factor VN, (ii) De las variables de impulso, tenemos el volumen de la cascara hiperesférica
descripta mas arriba. No es dificil convencerse de que su radio coincide con el impulso que tendria
una particula que acapara toda la energia del sistema, es decir, p = v/2mE. Por otro lado, si la

incerteza en energia es pequefia, el espesor de la cascara en las variables de impulso (ver figura 4.1)

_dp. |/m
6p—d—E6E—,/2E6E. (4.2)

Ademas, si dp es suficientemente pequefio comparado con p, el volumen de la cascara estara direc-

puede calcularse como

tamente dado por el producto de su superficie por su espesor. El area de una hiperesfera de radio R

en d dimensiones es
2mI?

Ad(R) = F(d/2) ,

donde I'(x) = [;° u*"'e"“du es la funcién gamma." En nuestro caso d = 3N, de modo que el

(4.3)

volumen de la cascara resulta ser

Asn(p)op = Asn( 2mE)\/chE. (4.4)

Multiplicando las contribuciones al volumen en el espacio de las fases provenientes de coordenadas

h3N .y también dividiendo

espaciales y de impulso, dividiendo por el volumen de la celda elemental,
por N! para tener en cuenta la indistinguibilidad de las particulas, obtenemos finalmente el namero

de estados del sistema:

VNAsn(vV2mE) ['m mVN - 23N/

Q(N,V,E) = 2E°C T
(N,V, E) BN NI 2F MNNIT(3N/2)

(2mE)3N/21 §E. (4.5)

Noétese que este resultado quedé expresado en las variables naturales de la entropia termodindmica
para un sistema gaseoso: el nimero de particulas, el volumen, y la energia. Suponiendo que N es
muy grande —aproximacién que, para este sistema, llamamos limite termodinamico— podemos
utilizar la férmula de Stirling 2.3 para obtener la entropia de Shannon dada por 3.4:

V [(4rmE 3/2 5
N ( INR? ) + —Nk. (4.6)

S(N,V,E) = kInQ(N,V, E) = NkIn >

Ahora, supongamos por un momento que —con una gran dosis de coraje— identificamosa S, N, V' y

E como las respectivas variables termodinamicas y, utilizando las definiciones usuales, introducimos

tSi n es un namero natural, I'(n) = (n — 1)!
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cantidades tales como la presién y la temperatura:
p—_ oE :M, 1 95 _ (4.7)
oV )sy (0S/GE)ny T OFE ) vy
A partir de 4.6, obtenemos inmediatamente

1 E
PV = NKT, kT = —. 4.
2 3N (4.8)

Admitiendo que k se elige igual a la constante de Boltzmann, la primera de estas expresiones no es
otra cosa que la ecuacién de estado del gas ideal. La segunda expresa el llamado principio de
equiparticién para un gas ideal monoatémico, es decir, la relacion entre temperatura y energia de
la cual deriva su calor especifico a volumen constante,

0E 3
- (%) - 45)

Estos resultados son alentadores. Nos muestran que a partir de la formulacién estadistica micro-
canénica de un sistema de particulas débilmente interactuantes, identificando los parametros mi-
croscopicos N, V' y E, y la entropia de Shannon S con las variables termodinamicas homénimas,
obtenemos las relaciones termodinamicas del sistema macroscépico correspondiente, en este caso,
un gas ideal. Nétese que, a nivel de la Termodinamica, las relaciones 4.8 son postulados con los que
se caracteriza al gas ideal monoatémico. Aqui las hemos deducido de la formulacién estadistica de

un sistema mecanico en particular.

Antes de terminar esta leccién, resulta Gtil repasar las etapas que nos conducen hasta los resultados

que acabamos de exponer.

1. Formulando la hipétesis ergddica, introducimos la nocién de probabilidad asociada a los mi-

croestados de un sistema mecanico.

2. El principio de maximizacién de la entropia de Shannon nos permite obtener, para el equilibrio
termodinamico, la distribucién de probabilidad sobre los microestados bajo diversas condicio-

nes, que definen diferentes ensembles estadisticos.

3. Con la distribucién de probabilidad obtenida del proceso de maximizacién, podemos calcular

cuanto vale la entropia de Shannon en el maximo.

4. Implementando este programa para un sistema mecanico formado por particulas débilmen-
te interactuantes, en el ensemble microcanénico, calculamos el maximo de su entropia de

Shannon.

5. Identificando la entropia, el namero de particulas, el volumen y la energia del sistema mecanico
con las variables termodinamicas homénimas, obtuvimos las relaciones constitutivas (ecuacién
de estado, principio de equiparticién) que, a nivel termodinamico, definen (con caracter de

postulados) un gas ideal —la contraparte macroscépica del sistema mecanico del cual partimos.
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5. Un sistema cuantico en el ensemble microcandnico:
espines en un campo magnético

El espin es una propiedad fundamental de las particulas elementales —como la masa y la carga
eléctrica. Sus manifestaciones macroscépicas pasaron generalmente desapercibidas en la Fisica cla-
sica, dado que ocurren a través de fenémenos relativamente complejos y combinadas con efectos de
otros origenes, en particular, en la respuesta magnética de los medios materiales. Se trata de una
propiedad de caracter pseudovectorial —como el impulso angular— que, a pesar de lo que sugiere su
nombre en inglés (spin), no estd asociada a un movimiento de rotacién intrinseco. Las particulas
compuestas, como nicleos, atomos y moléculas, tienen un espin determinado por la combinacién de

los espines de las particulas elementales que las conforman.

Al igual que otras propiedades de naturaleza cuantica, el espin estd cuantificado, de modo que
sus posibles valores forman un conjunto discreto. Tratandose de una cantidad pseudovectorial, esta
discretizaciéon se manifiesta tanto en su médulo como en sus componentes. El médulo del espin,
al cual llamamos directamente el espin de la particula, puede adoptar solamente valores enteros
o semienteros, s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, etcétera. Los electrones, protones y neutrones tienen espin
s = 1/2. Los fotones y los gluones, s = 1. Las particulas compuestas pueden tener espines mas
grandes, pero siempre enteros o semienteros. La componente de un espin s a lo largo de cualquier
direccién (2, digamos), puede adoptar 2s + 1 valores: s, = —s, —s+1, —s+2 ...5s -2, s — 1, s.

Los espines s = 1/2, por ejemplo, tienen solo dos proyecciones posibles, s, = +1/2.

En el sistema que vamos a estudiar a continuacion, nos interesa tener en cuenta la respuesta mag-
nética de las particulas con espin: en presencia de un campo magnético estacionario, se comportan
como un momento magnético —es decir, como un pequefio iman— con energia minima si el espin
apunta en la direccién y sentido del campo, y maxima si apunta en sentido contrario. Sin embargo,
debido a la cuantificacién de las componentes del espin, su orientacién relativa con el campo mag-
nético no puede ser cualquiera. Una particula de espin s = 1/2, por ejemplo, puede estar orientada
solamente “a favor” o “en contra” del campo, debido a que su componente a lo largo de esa direccion
admite solo los valores +1/2. Como consecuencia, su energia en presencia de un campo magnético
de médulo B puede adoptar tnicamente los valores +uB. El valor del momento magnético u de-
pende del tipo de particula de que se trate. Para los electrones, por ejemplo, u ~ 9,3 x 10724 J T~!

(joule por tesla).

Consideremos entonces N particulas de espin s = 1/2 (a las cuales llamaremos directamente “espi-
nes'), con momento magnético p, en presencia de un campo magnético B. Supondremos que los
espines estan espacilamente localizados —es decir, no se mueven— de modo que la Gnica contribucién
a la energia proviene de la interaccién espin-campo. Este tipo de sistema es un “caballito de batalla”
tradicional en la construccién de modelos que describen la respuesta magnética de un material séli-
do, teniendo en cuenta la naturaleza cuantica de las particulas que lo conforman. Como los espines

estan localizados, pueden considerarse como particulas distinguibles —a diferencia de las particulas
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de un gas, como en la leccién 3, que comparten el dominio espacial en que se mueven.

VA ALY
}

p 4 i

Figura 5.1: Conjunto de espines 1/2 en presencia de un campo magnético B. Usualmente se repre-
senta a cada espin como una flechita apuntando en alguna de sus orientaciones accesibles, en este
caso, “a favor’ o “en contra” del campo.

Un dado estado del conjunto de N espines queda completamente caracterizado por la identificacién
de cuales apuntan en el sentido del campo y cuéles en el sentido contrario. Si la cantidad de espines
apuntando en cada sentido es, respectivamente, N, y N_, la energia total debida a la interaccién
con el campo vale E = —uB(N, — N_). Por otro lado, obviamente, N, + N_ = N. En el ensemble
microcandnico la energia total E esta fija, lo que nos permite calcular Ny y N_ como funcién de N
y E:

N (N, E) = % (/v ¥ M%) - ga Fe), (5.1)

donde el parametro e = E/NuB esta dado por la energia E normalizada por su valor maximo
NuB, que corresponde al estado en el que todos los espines apuntan en sentido contrario al campo.
Cuando todos los espines apuntan en el mismo sentido que el campo, la energia alcanza su minimo

E = —NuB. Por lo tanto, e varia entre —1y 1.

Como los espines son distinguibles, el namero total de estados para un dado valor de la energia esta
dado por los diferentes modos de elegir la correspondiente cantidad de espines que apuntan en el
sentido del campo, N, (N, E) —o, equivalentemente, N_(N, E). Este no es otro que el coeficiente
binomial,
N!
UN. E) = N.(N, E)IN_(N, E)I" (52)

Reemplazando los valores de N.(N, E) dados en 5.1 y utilizando la aproximacién de Stirling 2.3

para calcular InQ(N, E), obtenemos la entropia de Shannon:

l—e l-e 1 1
S(N,E):—Nk< “h——f it e, +e).

2 2 2 2 (53)

Al igual que en la leccién 3, encontramos una expresién para S en términos de las variables naturales
de la entropia termodinamica (en este caso, no hay volumen asociado al sistema). En vista de los
resultados obtenidos para el gas ideal, esto nos anima a calcular el equivalente a la temperatura,

con la expresion termodinamica usual:

1_(®B) L (95) _ k(1= (5.4)
T \8E), NuB\de/, 2uB l1+e/’ '
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Si, en términos termodinamicos, consideramos a la energia total E como variable extensiva respecto
del namero de espines —es decir, proporcional a N— la energia normalizada e resulta ser una cantidad
intensiva. Como consecuencia, muy convenientemente, la entropia es extensiva y la temperatura es

intensiva.

0.6 4 i

S/Nk

0.2 4 .

-10 T T T T T T T T T T ¥ T T T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

€

Figura 5.2: Entropia de Shannon (arriba) y temperatura (abajo) como funcién de la energia norma-
lizada, para un sistema de espines 1/2 en un campo magnético.

El panel superior de la figura 5.2 muestra la entropia de Shannon, normalizada por el factor Nk, como
funcion de la energia normalizada e. Vemos que S se anula para los valores extremos de la energia,
donde el nimero de estados accesibles al sistemas es uno. En efecto, hay una sola configuracién
posible en que todos los espines apuntan en el mismo sentido que el campo o en el opuesto. Para
e = 0, el nimero de configuraciones es maximo y la entropia alcanza su valor extremo, S/Nk = In 2.
La simetria de la curva respecto de e = 0 refleja la simetria del problema bajo una inversién en la

direccion del campo.

El panel inferior de la figura representa la temperatura normalizada, kKT /uB, como funcién de e,
segin la ecuacién 5.4. Notemos, en primer lugar, que la temperatura es cero cuando la energia
es minima (e = —1). La anulacién de T en el estado fundamental —es decir, en el estado de
minima energia— es una propiedad general de todos los sistemas cuanticos. Para —1 < e < 0, la
entropia crece con la energia y, en consecuencia, la temperatura es positiva. A medida que nos
acercamos a e = 0, la entropia se acerca a su maximo, y la temperatura aumenta rapidamente, con
una divergencia para energia cero. A partir de alli, S decrece al aumentar e, y el sistema presenta

un régimen de temperatura negativa.
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En el presente sistema, la existencia de estados con T < 0 es una mera consecuencia de la disminu-
cién del namero de configuraciones accesibles al acercarnos a la energia maxima. En esos estados,
el sistema tiene un “exceso de energia” respecto de la situaciéon de maxima entropia, donde la tem-
peratura diverge. En general, la interpretacion fisica de un régimen de temperaturas negativas debe
hacerse con cuidado. En un sistema aislado como se supone en el ensemble microcanénico, en prin-
cipio, no es un inconveniente que la temperatura sea negativa, si es que la entropia disminuye con
la energia. Pero jqué sucederia si ponemos a este sistema en contacto con otro, de temperatura
positiva? j Es posible mantener un sistema a temperatura negativa en un experimento? jSeria posible
utilizar un sistema a temperatura negativa como bafio térmico? Dejamos estas preguntas abiertas

para que |@s interesad@s piensen, investiguen, e intenten responderlas.
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6. Formulacién estadistica del contacto térmico

Para avanzar en la formalizacién de la relacion entre las formulaciones estadistica y termodinamica,
vamos a considerar un sistema aislado del entorno y formado por dos subsistemas, 1 y 2, que en
principio supondremos aislados uno del otro. Cada uno de los subsistemas accede a su propia colec-
cién de microestados, Q;(E1) y Q2(E,), dependientes de las respectivas energias (y posiblemente de
otros parametros, que no es necesario especificar en este argumento). Dado que los subsistemas es-
tan mutuamente aislados, la energia del sistema conjunto es Eq = E; + E5. Por otro lado, el nimero
total de microestados del sistema conjunto esta dado por el producto Q(Ey, E>) = Q1(E1)Q2(E>),

ya que por cada estado del sistema 1 hay Q,(E,) estados del sistema 2, y viceversa.

Figura 6.1: Un sistema formado por dos subsistemas estadisticamente independientes, cada uno con
su conjunto de microestados accesibles. Llegar al equilibrio termodinamico requiere algtin mecanismo
de intercambio de energia, es decir, de contacto térmico.

Postulamos ahora que el estado de equilibrio termodinamico del sistema conjunto —o, equivalente-
mente, de un subsistema con el otro— se alcanzara para valores de E; y E, = Eqg— E; que maximicen
el namero de estados Q(E;, E,). Notemos que este postulado es una extensién del principio de ma-
ximizacién de la entropia aplicado a un sistema aislado, es decir, en el ensemble microcanénico.
Para los sistemas microcandnicos, de hecho, la entropia maximizada respecto de las probabilidades
(ecuacion 3.4) es una medida directa del nimero de estados. En consecuencia, encontrar el maximo
de Q(E;, E,) equivale a una maximizacién adicional de la entropia, respecto del nuevo parametro

E; (o, lo que es lo mismo, E;), que caracteriza la distribucién de energia entre los dos subsistemas.

Pedimos entonces que se satisfaga

0 0 0
a—ElQ(El, E;) = a_ElQ(El’ Eo— E1) = 3E,

Para un valor fijo de Eg, las variaciones de E; y E, son iguales en médulo y de signo contrario, de

[Q1(E1)Qu(Eo — E1)] = 0. (6.1)

modo que de la relacién anterior deducimos

1 0 1 0
Ql(El)a_ElQl(El) = —QZ(Ez)a—E2§22(E2). (6.2)

De acuerdo a nuestro postulado, entonces, el equilibrio térmico se establece cuando la cantidad

1 0 0 :
Bi= ouEy o ME) = g NU(E) (=12 (6.3)
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es idéntica en ambos subsistemas: B; = f».

Mientras tanto, en el ambito de la Termodinamica, sabemos que el equilibrio entre dos sistemas esta
dado por la igualdad entre sus temperaturas:

1 05 05] 1 (6.4)

T. OE;, O0E, T, '
donde S denota la entropia de cada sistema como variable termodinamica. Comparando las ecua-
ciones 6.2 y 6.4, vemos que la condicién de equilibrio termodinamico —tanto desde la formulacién
estadistica como en la termodinamica— se expresa como la igualdad de cantidades definidas para
cada (sub)sistema. Ambas formulaciones se vuelven equivalentes si identificamos la entropia termo-

dindmica con In2 y la inversa de la temperatura con .

Estrictamente, la forma mas general de identificar 6.2 con 6.4 es escribir

1

S=S+kinQ  p== (6.5)

donde Sy y k son constantes arbitrarias. La constante aditiva Sp no juega ningan papel cuando
tratamos con cantidades que se obtienen como derivadas de la entropia. Si elegimos Sy = 0,
como hicimos hasta ahora, estamos asignando entropia nula a los sistemas con un solo microestado
accesible, Q2 = 1 (como, por ejemplo, en los estados de minima y maxima energia del sistema de
espines estudiado en la leccién 5). Por otro lado, Ludwig Boltzmann postulé que la constante k es
universal para todos los sistemas fisicos, con lo que se aseguré de que hoy la llamemos constante
de Boltzmann. Su valor es k ~ 1,4 x 1072 J K~ (joule por kelvin).

Notemos que, en la practica, la maximizacién del namero de estados del sistema conjunto respecto de
la distribucion de energias en los dos subsistemas requiere que haya algiin mecanismo de intercambio
de energia entre los dos. De lo contrario, no podrian producirse las variaciones de energia necesarias
para alcanzar el maximo. Analogamente, el equilibrio termodinamico entre dos sistemas se alcanza
si ambos se encuentran en contacto térmico. Las condiciones en que realizamos la maximizacion
de Q(E;, E,) para obtener la ecuacién 6.2, de hecho, especifican qué entendemos por contacto
térmico desde el punto de vista estadistico: los dos subsistemas pueden intercambiar energia de
modo de lograr la maximizacién del nimero de microestados del sistema conjunto, pero este proceso
no modifica su independencia estadistica mutua. En otras palabras, es valida la factorizacion del
namero de microestados: Q(Ei, Ez) = Q1(E1)Q0(E2). Una vez alcanzado el maximo, suponiendo
que la energia de los subsistemas deja de variar, ambos pueden volver a considerarse aislados, es

decir, en situacién microcanénica.

La identificacion de las condiciones de equilibrio desde las perspectivas de la Mecanica Estadistica
y de la Termodindmica es un paso fundamental en la conexién conceptual de ambos niveles de
descripcién. Hecha esta identificaciéon, nos vamos a animar a utilizar la entropia de Shannon para
calcular las variables termodinamicas mediante las definiciones usuales, como ya adelantamos en las

lecciones 4 y 5. Por ejemplo, para un sistema de tipo gaseoso —donde la entropia depende de la
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Mecanica Estadistica

energia, el volumen y el nimero de particulas (como en la leccién 4)- tendremos

1 0S 0S oS
- (& p—T(2 __7(& |
T <6E>N,v' <GV>N,E' . (a/v)V,E’ (66)

para la temperatura, la presion, y el potencial quimico, respectivamente. A su vez, invirtiendo la

relacion de S con la energia, E = E(N,V, S), podemos calcular

OE OE OE
= (%)MV' P=- (a—v)m' b= (a—N)V,; (67)

Sera la comparacién con resultados empiricos la que valide esta identificacién entre las formulaciones

estadistica y termodinamica.
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7. Ensemble candénico

Volvamos a considerar, como en la leccién anterior, un sistema aislado en equilibrio termodinamico,
formado por dos subsistemas en contacto térmico. Dada una energia E, para el sistema conjunto,
llamemos Qq(Ep) al correspondiente nimero de microestados. Elijamos ahora un microestado w
en particular del subsistema 1, con energia €,. Siendo Ej la energia del sistema conjunto, ;cual
es la probabilidad p, de que el subsistema 1 se encuentre en el microestado w? Para calcular p,,
notamos que el namero total de estados del sistema conjunto en que el subsistema 1 se encuentra
en el microestado w estd dado por el nimero de microestados del subsistema 2 compatibles con
las energias Eg vy €, es decir, Q(Eo — €,,). La probabilidad que buscamos es el cociente entre este

nimero y el nimero total de microestados del sistema conjunto:

. Qo(Eo — €u)

Pu = Qo(Eo) (7:)

Vemos que esta probabilidad resulta ser funcién de la energia del microestado en cuestién: p, =
Pu(€,). Supongamos ahora que la energia del sistema conjunto es mucho mayor que la del microes-
tado del subsistema 1: Eq > €, (y, por lo tanto, E; = Eq — €, > €,). Tomando logaritmos en la

ecuacion anterior y desarrollando a primer orden en potencias de €, obtenemos

In pu(es) = In [%} - <a%|n92> (Eo) (7.2)

O S€a

1
— —B2(Eo)ew 7
Pu(€y) Z(Eo)e : (7.3)

En esta expresion, B2(Eyp) es la misma cantidad introducida en la ecuacién 6.3 —que luego identifica-
mos como la inversa de la temperatura— calculada para el subsistema 2 y evaluada en la energia del
sistema conjunto. El prefactor 1/Z(Eq) = Q2(Eo)/Q0(Eo), por su lado, da cuenta de la contribucién

del primer término en In p, (€, ).

En cuanto a la dependencia con la energia €, del microestado considerado, p, (€, ) tiene exactamente
la misma forma funcional que la probabilidad de la ecuacién 3.7, que obtuvimos maximizando la
entropia de Shannon bajo la condicién de normalizacién de la probabilidad y fijando la energia media
E del sistema en estudio. jCémo se interpreta esta coincidencia? Para encontrar 3.7 habiamos
supuesto que el sistema podia acceder a microestados con diferentes energias, con la condicién de
que la energia media se mantuviera fija. Sobre la base de ese resultado, identificamos p,(€,) en 7.3
con la probabilidad de que el subsistema 1 se encuentre en el microestado w de energia ¢,, donde
esta energia puede variar entre los diferentes estados accesibles al sistema. En efecto, el contacto
térmico con el subsistema 2 hace posible que —atn en condiciones de equilibrio termodinamico— la
energia de 1 flucte. Légicamente, como el sistema conjunto est3 aislado, la energia del subsistema 2

también cambia pero, comparadas con la energia E; = Eq — €, estas variaciones son despreciables.

En el marco de esta interpretacion, el subsistema 2 actia como reservorio o bafio término

para el subsistema 1. Su temperatura, dada por B, en 7.3, determina la probabilidad con que el
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subsistema 1 accede a microestados con diferente energia. Para temperaturas bajas (B, grande),
el subsistema 1 tenderd a concentrarse en los microestados de energia pequefia, mientras que para
temperaturas altas (B, chico), se distribuirda mas uniformemente sobre todos sus microestados. En
equilibrio termodinamico, B, fija la temperatura de todo el sistema, de modo que el subindice 2
se vuelve innecesario. Si T es la temperatura del sistema en equilibrio, escribimos directamente

B = 1/kT, siendo k la constante de Boltzmann (ver ecuacién 6.5).

Tal como adelantamos en la leccién 3, el ensemble en que los microestados de un sistema estan
representados segiin las probabilidades dadas en 3.7 y 7.3 se denomina canédnico. De acuerdo a la
interpretacion propuesta en el parrafo anterior, el ensemble canénico representa la situaciéon empirica
mas comln en que encontramos un sistema en equilibrio termodinamico (de ahi el nombre). En
efecto, ya sea en condiciones naturales o en un experimento, el sistema tipicamente intercambia
energia con el ambiente, que actiia como bafio térmico, o con un reservorio preparado y controlado

por el experimentador.

La probabilidad p,(€,) de la ecuacién 7.3 esta dada en términos de la energia total Ey, mientras
que, en la ecuacién 3.7, p(e) se expresé en términos de la energia media E. Las dos formas son
equivalentes, dado que la energia del sistema conjunto fija la energia media del (sub)sistema en
contacto con el bafio térmico. Sin embargo, en las aplicaciones del ensemble canénico, nunca se
hace referencia a la energia total (sistema+bafio), sino que la descripcién se limita al sistema, cuyo
estado macroscépico —y, en particular, su energia media— quedan determinados por la temperatura

del bafio. La condicién de normalizacién de la probabilidad,

donde la suma corre sobre todos los microestados del sistema (con todas las posibles energias ¢,,),

permite obtener inmediatamente la cantidad Z como funcién de la temperatura —es decir, de B:
Z(B) =) eFfw. (7.5)
Obtenida Z(B) calculamos la energia media,

€, €, e Pew
E=Y euplen) =) 76 ° Pew — Zzwa (7.6)

w

también como funcién de la temperatura.

La cantidad Z(B) recibe el nombre de funcién de particion. La ecuacién 7.5 muestra que, fija-
do el valor de B, Z(B) esta completamente definida por la coleccién de microestados de sistema
bajo estudio —es decir, por sus propiedades mecanicas. Si bien Z(B) no tiene un significado fisico
concreto, resulta ser una herramienta muy poderosa en el tratamiento estadistico canénico de los
sistemas termodinamicos. En la practica, si somos capaces de obtener la funcién de particién de un
dado sistema fisico realizando la suma de la ecuacién 7.5, podremos obtener todas las propiedades

termodinamicas del sistema operando sobre Z(B). Por ejemplo, es posible mostrar a partir de 7.6
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que
1 o7 0

E= —m%(ﬁ) T In Z(B). (7.7)

Del mismo modo, si calculamos la entropia de Shannon,

S = —kz poInp, = —kz Z(lﬁ) e Pe[—Be, —InZ(B)] = kBE + kIn Z(B), (7.8)

podemos reordenarla para obtener la cantidad
F=E-TS=—kTIhZ(B), (7.9)

a la que hemos denotado F ya que tiene exactamente la misma forma
que la energia libre de Helmholtz termodinamica. De hecho, la “receta
canénica’ para establecer la conexién entre las descripciones estadistica y
termodinamica es analoga a la microcanénica: consiste en identificar a la
entropia de Shannon, la energia media y la temperatura del bafio térmi-
co, respectivamente, con las variables termodinamicas entropia, energia y
temperatura, y utilizarlas para calcular el resto de las cantidades macroscé-
picas relevantes. La validacién de este procedimiento, como de costumbre,

provendra de la comparacién con los experimentos.

Admitamos que, en esta leccién, la formulacion canénica se presenté en
términos muy abstractos y generales. Para verla en funcionamiento y apreciar su potencial, es nece-
sario aplicarla a situaciones concretas. En las dos lecciones que siguen vamos a tratar en el ensemble
canénico los dos sistemas que ya estudiamos en el microcanénico en las lecciones 4 y 5. A fin de
ilustrar en forma mas efectiva ciertas propiedades de la formulacién canénica, vamos a empezar
por el sistema de espines en un campo magnético, para luego pasar al gas ideal. Adelantemos que
el resultado mas importante de este analisis serd mostrar que, a pesar de que las formulaciones
microcanénica y canénica parten de situaciones fisicas diferentes a nivel mecanico, ambas producen

descripciones termodinamicas completamente equivalentes.
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8. Espines en el ensemble canénico

Como primera aplicacién de la formulacién canénica, retomemos el sistema de espines s = 1/2 en
un campo magnético B de la leccién 5. De acuerdo a la prescripcién para el calculo de la funcién
de particion, la suma de la ecuacion 7.5 debe realizarse sobre todos los microestados del sistema,
cualesquiera sean sus energias. En este caso, esto implica sumar sobre las dos posibles orientaciones

de cada espin, en el sentido del campo y en el opuesto.

Para realizar el calculo, resulta conveniente introducir para cada espin n una variable o, igual a 1
si el espin apunta en el mismo sentido que el campo, y a —1 en caso contrario. Como funcién de
esta variable, la energia del espin n vale —uBo, (1 es el momento magnético de cada espin), y la

energia total del sistema es
N
€(01,02,...,0n) = —pBZan. (8.1)
n=1

Notemos que, debido a que los espines no interactian entre si, la energia es una suma de términos,

cada uno asociado a un solo espin.

La suma sobre todos los estados del sistema puede expresarse como una suma miltiple sobre todas
las variables de espin, cada una de ellas sobre los dos valores posibles de la variable. Para la funcién

de particion tendremos entonces

Z(ﬁ): Z Z Z e Be(o1,02,.0n) (8.2)

1=—10=-1 ON=——
El paso crucial en el calculo reside en notar que, cuando reemplazamos la expresion de la energia

total 8.1 en 8.2, la exponencial se separa en factores cada uno de los cuales depende de una sola de

las variables de espin y, por lo tanto, es afectado por una sola de las sumatorias:

1 1 1
Z(B) = Z ePuBa1 Z ebuBoz Z ePrBon. (8.3)
g1=—1 ga=—1 ony=-1

En esta expresion, los factores asociados a cada sumatoria son idénticos (sélo difieren en el nombre
del indice de la suma), de modo que

N

ZB)={>_ 5| =z(p)". (8.4)

La cantidad Z;(B) = exp(—BuB) + exp(BuB) es una suma analoga a la funcién de particién,
pero realizada sobre los estados de un solo espin. Para el sistema de espines, es lo que llamamos la
funcién de particion de una particula. Expresandola en términos de una funcién hiperbdlica,

obtenemos
Z(B) = [2cosh(BuB)]". (8.5)

De acuerdo a nuestra discusion en la leccion 7, podemos usar la funcién de particién para calcular

la energia media del sistema de espines en presencia del campo magnético, a partir de la ecuacién

26



g . .
Mecanica Estadistica &/ nsivto saksoio

1.7:
0

E=——InZ(B) = —NuBtanh(BuB) = —NpBtanh <g> : (8.6)
0B kT

Notablemente, invirtiendo esta relacién entre energia y temperatura, reobtenemos la ecuacion 5.4.

Sin embargo, nétese con cuidado que en 8.6 la cantidades E y T son la energia media determinada

por la interaccién con el bafio térmico y la temperatura del bafio, respectivamente, mientras que en

5.4 son la energia total, fijada en el ensemble microcanénico, y la temperatura calculada a partir de

la variacién de la entropia con la energia.

Del mismo modo, si calcularamos la entropia de Shannon del sistema de espines en el ensemble
canoénico, utilizando la expresién 7.8 y realizando los reemplazos oportunos, reobtendriamos —salvo
por una constante aditiva— la relacién 5.3 entre entropia y energia (solo que alla era la energia total
y aqui es la energia media). Estos resultados son una primera evidencia de la equivalencia, a nivel
macroscoépico, entre las formulaciones microcanénica y canénica, tal como adelantamos al final de la
leccién anterior. Dada esta equivalencia, que vamos a justificar mas adelante, es posible identificar a la
energia total microcandnica con la energia media candnica, y a ambas con la energia termodinamica.

Con las otras variables termodinamicas sera posible realizar el mismo tipo de identificacién.

La energia media calculada en 8.6 nos permite evaluar el nimero medio de
espines N1 que apuntan en cada sentido, a partir de las relaciones N = N, +
N_y E=—uB(N,— N_) (comparar con la leccién 4). Ademas, suponiendo
que los N espines ocupan un volumen V en el espacio, con densidad n =
N/V/, es posible asignarles a nivel macroscépico una magnetizacién (momento
magnético por unidad de volumen) M = p(N, — N_)/V, que resulta ser

proporcional a la energia media. Teniendo en cuenta 8.6, obtenemos

M = = nu tanh(BuB). (8.7)

VB

Para BuB < 1 (campo magnético pequefio y/o temperatura grande), la

magnetizacién resulta ser proporcional al campo, M = x /B, donde

xm = nu? /KT (8.8)

es la susceptibilidad magnética. La relacién inversa entre susceptibilidad y temperatura es la ley

de Curie, caracteristica de una amplia clase de materiales a temperaturas moderadas y altas.

Una leccién importante a extraer de nuestro andlisis del sistema de espines es la factorizacién
de la funcién de particién para subsistemas independientes. En general, cuando un sistema esta
dividido en dos subsistemas no interactuantes 1y 2, la energia € de cualquiera de los microestados
del sistema conjunto se separa en dos términos, € = €; + €», cada uno de ellos dependiente de las
variables propias del respectivo subsistema. Al realizar la suma de la ecuacién 7.5, sobre todos los
microestados —es decir, sobre todos los posibles valores de todas la variables— tanto la exponencial
de la energia como la suma se separan en dos factores. De este modo, la funcién de particién puede

escribirse como Z = Z,Z5, donde Z; y Z, son las funciones de particién de cada subsistema. La
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forma de la funcién de particién del sistema de espines, Z = ZV, demuestra una generalizacién

inmediata de este resultado, para N subsistemas idénticos de un espin cada uno.

Otra observacién a tener en cuenta es que el calculo de la funcién de particién implica una suma
sobre los microestados con todas las energias posibles, mientras que el conteo de microestados en
formulacién microcanénica se realiza con la condicién de que la energia de los microestados sea
siempre la misma. En general, imponer esta condicién dificulta el calculo, de modo que —desde
un punto de vista operacional- la formulacién candnica suele ser mas sencilla de tratar que la

microcanénica. Esta diferencia va a quedar bien clara en la préxima leccién, en el caso del gas ideal.
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9. Gas ideal en el ensemble candnico

Volvamos a considerar, ahora en el marco de la formulacién canénica, un sistema de N particulas
idénticas de masa m, débilmente interactuantes (en el mismo sentido que en la leccién 4), encerradas
en un volumen tridimensional V' contra cuyas paredes chocan elasticamente. Vamos a calcular la
funcién de particién de este sistema convirtiendo la suma sobre todos sus microestados, ecuacién 7.5,
en una integral sobre todo el espacio de las fases, y dividiendo por el volumen elemental ocupado
por cada estado, h3". Como adelantamos al final de la leccién anterior, ahora no serd necesario
restringirnos a la “cascara hiperesférica” de energia constante. Ademas, debido a la indistinguibilidad
cuantica de las particulas, tenemos que descontar de la sumatoria los estados que difieren en el
intercambio de particulas. Exactamente igual que en el calculo microcanénico del namero de estados,
si suponemos que no hay particulas con idénticas posiciones y velocidades, la indistinguibilidad se

tiene en cuenta dividiendo la sumatoria por N!. Es decir,

1 — =g e g red = —pPe
Z(,B)ZW/drldpl/drzdpz---/dr,\,dp,\,e Pe, (9.1)

donde 7, y p, son las coordenadas espaciales y de impulso de la particula n-ésima y € es la energia

cinética total del sistema, dada como en la ecuacién 4.1.

Como € no depende de las coordenadas espaciales, las integrales sobre estas coordenadas pueden
realizarse inmediatamente, produciendo un factor V por cada particula. Por otro lado, como ¢ es
la suma de las energias cinéticas de todas las particulas, la exponencial exp(—pBe) se factoriza

completamente, y podemos escribir

% 52 oo
Z(ﬁ) — I </ e BIFl /2md5> = mzl(ﬁ)l\lv (92)

donde p indica el impulso de un Gnica particula. Aqui vemos que, como resultado de la independencia

mutua de las particulas, la funcién de particion se factoriza como en el sistema de espines de la
leccién anterior, excepto por el factor 1/N!. En efecto,

7.8 = L [ oBist2mys 9.3

1(B) = = € p (9:3)

es la funcién de particién calculada sobre los microestados de una Gnica particula. La integral que

queda pendiente por evaluar en 9.2 sobre el espacio tridimensional de las variables de impulso de

una particula puede realizarse en coordenadas esféricas, explotando el hecho de que el integrando

depende solamente del médulo del vector p:

B

En la dltima integral de esta serie de igualdades introdujimos como variable de integracién a la

=2 *© 2 *° 2mTm 3/2
/e"s“" 2mdp = 47r/ p2e PP2myp — 47rm/ V2me e Pede = <—> . (9.4)
0 0

energia cinética de una Gnica particula € = p?/2m. Al final de esta leccién, vamos a discutir con

mas detalle la utilidad de este cambio de variables.
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Para el sistema de N particulas, la funcién de particién es entonces

26~ 4 (22m)™ 09

Utilizando la identificacion con las variables termodindmicas que introdujimos en la leccién 7, pode-

mos calcular inmediatamente la energia libre de Helmholtz, ecuacién 7.9, en sus variables naturales
T,VyN:

F(N.V,T) = —kT InZ(B) = —kTN { 1+1In | & ( = (9.6)

% (27rka>3/ 2
donde hemos utilizado la aproximacién de Stirling 2.3 para N grande. A partir de F(T,V, N), usando

las férmulas termodindmicas

obtenemos la entropia, la presién y el potencial quimico. No inesperadamente a esta altura, de la
segunda de estas ecuaciones reencontramos inmediatamente la ecuacién de estado PV = NkT. De
la primera, obtendriamos una expresién para la entropia que, a partir de la relacion F = E — TS,
nos permitiria calcular la energia E. Sin embargo, directamente a partir de la funcién de particién
y teniendo en cuenta 7.7, llegamos a E = 3NkT /2, que coincide con la segunda de las ecuaciones

4.8 y de donde deriva el calor especifico ya consignado en 4.9.
En cuanto al potencial quimico, encontramos

%4 <27rka

3/2
p=—kTln |z - ) = kT In [X3(T)n] . (9.8)

En el altimo miembro de esta igualdad, hemos expresado a p en términos de la densidad del gas,
n = N/V y de la longitud de onda térmica (de de Broglie) A\o(T) = h/v27wmkT. Para
moléculas como las del aire a T = 300 K, esta longitud es del orden de 10~ m —menor que el radio
atoémico tipico. La distancia caracteristica entre las particulas de un gas es muchisimo mas grande,
con lo que el producto A3(T)n es una cantidad adimensional extremadamente pequefia. Para un
gas ideal en condiciones normales, entonces, el cociente p/kT es un nimero grande y negativo. La
comparacién entre la longitud de onda térmica y la longitud de onda cuantica de las particulas de
un dado sistema fisico sirve para fijar el limite entre la situacién en que el sistema puede tratarse
clasicamente (Aq chica) y el régimen en que es necesario considerar efectos cuanticos (Mg grande).
Como vemos de la expresion de A\g(T), estos efectos resultaran mas importantes para temperaturas

mas bajas, y cuanto mas livianas sean las particulas en cuestion.

Al igual que para el sistema de espines considerado en la leccién anterior, la identificacion de las
cantidades calculadas en la formulacién candnica —es decir, mediante la funcién de particiéon— con
sus contrapartes termodinamicas, permite deducir el comportamiento macroscépico de un sistema

de particulas libres —un gas ideal— a partir de sus propiedades mecanicas. Mas aiin, el resultado es
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equivalente al que se obtiene de la formulacién microcanénica. En la préxima leccion, esbozaremos

los argumentos que justifican esta equivalencia de ensembles.

Antes de terminar esta leccién, hagamos una observacién importante desde el punto de vista me-
todoldgico. Utilizando el cambio de variables que introdujimos en la ecuacién 9.4, la funcién de
particion de una particula Z;(B) en 9.3 puede expresarse como una integral sobre la energia de una

particula, &:

Zi(B) = 47rmV/ V2mege Fede = /Ooogl(s)e_ﬁ‘ds. (9.9)

La funcién gi(¢) = 4mmVh—3y/2me se llama densidad de estados de una particula. Por
definicion, el producto gi(g)de es el namero (infinitesimal) de microestados de una particula en el

intervalo de energias de alrededor de la energia €.

Del mismo modo, podriamos expresar la funcién de particién para el sistema de N particulas en 9.1

integrando sobre la energia total €, como

Z(B) = /0 ” g(e)e Pede, (9.10)

donde la densidad de estados de N particulas esta dada por

vV (mﬂ)w/z 3N/2—1

&) = N TN ) ¢ (9.11)

Esta vez, el producto g(e)de es el namero (infinitesimal) de microestados del sistema total en el
intervalo de alrededor de €. Matematicamente hablando, la densidad de estados no es otra cosa que
el factor de conversién entre las variables microscépicas coordenada e impulso, por un lado, y la ener-
gia, por otro. Es una propiedad mecanica del sistema bajo estudio y lo caracteriza completamente en
calculos donde, como en la funcién de particion, sumamos cantidades que sélo dependen de la ener-
gia.

Para un sistema sencillo en cuanto a su estructura meca-

’o Tec & nica, como un conjunto de particulas libres, la densidad
0L [+ Hia

i de estados es una funcién simple de la energia —en este
15} caso, una potencia cuyo exponente depende de la dimen-

sion del espacio de las fases. En sistemas mas complica-

DOS(states/eV.cell)

dos la situacién suele ser muy diferente. La figura de la

izquierda, por ejemplo, muestra la densidad de estados

para los electrones inmersos en la red cristalina del car-

5 o 5 10 15 2 25 byro de tecnecio, calculada a partir de primeros principios
E (eViUnit cell) 1 1
i (www.researchgate.net/publication/281961583).
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10. Equivalencia de ensembles

Como hemos visto en lecciones anteriores, los ensembles microcanénico y candnico se construyen
con distribuciones de probabilidad obtenidas a partir de la maximizacién de la entropia de Shannon
en condiciones diferentes. La interpretaciéon de la situacién fisica asociada a cada uno identifica
al ensemble microcandnico como la representacién estadistica de un sistema aislado, que accede a
microestados de igual energia. El ensemble candnico, en cambio, representa a un sistema en contacto
con un bafio térmico. En esta segunda situacion la energia de los microestados accesibles varia, pero
la energia media sobre la distribucién de probabilidad de los microestados se mantiene en un valor

determinado por la temperatura del bafio.

A pesar de esta diferencia cualitativa entre las situaciones fisicas representadas por los dos ensembles,
hemos visto en los dos sistemas estudiados hasta ahora —particulas libres encerradas en un volumen
tridimensional, y espines en presencia de un campo magnético— que ambas formulaciones produ-
cen la misma descripcién termodinamica. Mas especificamente, realizada la identificacién entre las
cantidades homélogas de cada formulacién estadistica con las variables termodinamicas y tomado
el limite termodinamico, los dos ensembles permiten deducir idénticas relaciones entre las variables
termodinamicas. Esta coincidencia, que hemos ilustrado explicitamente con la ecuacién de estado
del gas ideal y con las relaciones entre energia y temperatura, se verifica en todos los sistemas que
admiten un limite termodindmico y, como mencionamos en la leccién anterior, suele denominarse

equivalencia de ensembles.

La equivalencia de ensembles se justifica observando que, en el limite termodinamico de un sistema
en el ensemble canénico, las fluctuaciones de la energia alrededor de la energia media E son muy pe-
quefias comparadas con la propia E. Como consecuencia, el sistema se comporta macroscépicamente

como si su energia total estuviera fija, como se supone en la formulacién microcanénica.

Las fluctuaciones de la energia en el ensemble canénico pueden caracterizarse cuantitativamen-
te calculando su varianza sobre la distribucién de probabilidad p,(e,) = Z(B) ! exp(—pBe.,). Por
definicion, la varianza de la energia esta dada por

2

02 = () — (=S epufe) — |3 ewpulen)| . (10.1)

w w

donde (-) indica valor medio sobre la distribucién p, (e, ). Nétese que el valor medio (€) no es otra

cosa que la energia media E (ver ecuacién 7.6). Derivando el altimo miembro de 7.6, no es dificil
2 _
2=

termodinamicas, esta derivada puede expresarse en términos del calor especifico:

OE dT OE

demostrar que o2 = —OE /OB. A su vez, haciendo la correspondiente identificaciéon con las variables

Esta relacién nos muestra que el calor especifico a volumen constante es una medida casi directa de

las fluctuaciones de la energia.

32



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

Para cuantificar las fluctuaciones relativas de la energia, introducimos el cociente de su desviacién

estandar y su valor medio (a veces llamado coeficiente de variacién):

o. +/—0E/OB
Vi=—=+—"-"" (10.3)
(€) E
Desde el punto de vista termodinamico, las cantidades E /0B y E son extensivas, es decir, pro-
porcionales al nimero de particulas en el sistema (o, mas en general, al namero de grados de

libertad). Por lo tanto, las fluctuaciones relativas decrecen como la inversa de la raiz cuadrada de

N, V. o 1/+/N, cuando N es grande. Por ejemplo, para un gas ideal en tres dimensiones tenemos

V_m_\/%/vkm_\/? (10.4)
T E I '

SNKT

Para el sistema de espines en un campo magnético, a partir de los resultados obtenidos en la leccién

_ /-OEJoB 1
Ve= E  +/Nsinh(BuB)' (10:3)

que esta vez depende de la temperatura pero que, como era de esperarse, replica la proporcionalidad

con 1/v/N.

8, podemos encontrar

A fin de visualizar la progresiva concentracién de la probabilidad canénica alrededor de la energia
media cuando N crece, resulta instructivo reescribir las sumas sobre estados de la ecuacién 10.1
como integrales sobre la energia. Para esto, utilizamos la densidad de estados g(¢) introducida en

la leccién anterior. Tenemos

= [oaeggee | g“)"; ) der
- / £(e)e2de — [ / fﬁ(e)ede] | (10.6)

fp(e) = ﬁg(e)e"se (10.7)

es, por construccién, la distribucién de probabilidad en energia para una dada temperatura. En otras

m

donde

palabras, el producto fs(e)de da la probabilidad de encontrar al sistema con energia en un intervalo
de alrededor de € (nétese de la ecuacién 9.10 que [ fg(€)de = 1). Para el gas ideal tridimensional

obtenemos, a partir de 9.10y 9.11,

fale) = _r(3_f//2') (B et 1ee)

La figura 10.1 muestra esta distribucién de probabilidad como funcién de la variable normalizada
Be/N para varios valores de N. Para mantener la normalizacién de la funcién graficada para distintos
N respecto de la variable en el eje horizontal, hemos reescaleado fg(€) con un factor N en el eje

vertical. A medida que N aumenta, la distribucién se concentra alrededor de |a energia termodinamica
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3NkT /2 (Be/N = 3/2) de modo que, en relacién con el valor medio de la energia, sus fluctuaciones
son cada vez mas pequefias. Para N progresivamente mas grande, el grafico se acerca al de una
delta de Dirac centrada en ese valor. Por otro lado, un grafico de fg(€) en funcién de la energia (sin
normalizar por V) nos mostraria curvas de ancho creciente, proporcional a v/N, con un valor medio

que crece como N.

4 T T T T
1000
O
= 2 100 ]
=
10
N =1
0 T T T T
0.0 0.5 1.5 20

Be/N

Figura 10.1: Distribucién de probabilidad en energia para un gas ideal de N particulas en tres
dimensiones, y cuatro valores de V. La distribucion esta graficada en funcién de la energia reescaleada
Be/N, y multiplicada por N para respetar la normalizacién de la distribucién respecto de la variable
de graficacion y facilitar su visualizacién.
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11. Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906)

El 5 de septiembre de 1906, a pocas horas de iniciar su regreso a casa luego de las vacaciones
de verano, Ludwig Boltzmann se quité la vida en el hotel donde se alojaba junto con su esposa
y una de sus hijas. El excelente clima, y el ambiente tranquilo y pintoresco de la pequefia lo-
calidad adriatica de Duino —hoy en ltalia, no lejos del Centro Internacional de Fisica Tedrica de
Trieste; en aquel entonces parte del Imperio Austriaco— no lograron revertir el estado de depresion
en que el famoso profesor de la Universidad de Viena se encontraba sumido desde hacia meses.
Se habia quedado practicamente ciego y sufria ata-
ques de ansiedad con frecuencia creciente, lo cual
habia forzado su renuncia a la universidad a princi-
pios de ese mismo afio. Quizas se encontraba en uno
de sus recurrentes periodos de revisiéon, muy critica,

de sus propias contribuciones cientificas, y probable-

mente tenia una propensién genética a la depresién y

el suicidio, ya que no fue el anico caso en su familia. Duino, frente al Mar Adriatico.

De entre los fisicos de gran renombre, Boltzmann fue uno de los primeros que tuvo una vida pro-
fesional muy parecida a la de la mayoria de los cientificos de hoy en dia. Por un lado, alternaba
su trabajo de investigacion con la docencia universitaria y la gestion académica. Dio clases de
fisica, matematica y “filosofia natural’ en Viena y Graz, las dos universidades mas importantes
de Austria. En Graz, fue decano de su facultad y, mas adelante, rector de la universidad. Du-
rante varios afios, actu6 como consejero del Imperio Austriaco en el area cientifico-académica.
En la segunda mitad del siglo XIX, Europa gozaba de un inusual
periodo de paz —la calma que precede a la tormenta— y las redes
ferroviarias se desarrollaban a pasos acelerados, lo que permitia por
primera vez una movilidad dificil de imaginar unas décadas antes. Co-
mo muchos de sus colegas, Boltzmann aproveché estas circunstan-
cias para participar asiduamente de reuniones cientificas, congresos
y conferencias, y para realizar visitas de trabajo a otros centros aca-
démicos —en particular a Berlin, donde se encontraba con Kirchhoff
y Helmholtz. Seguramente, durante esos viajes matizaba el traba-
jo con actividades relacionadas con su aficién por la naturaleza, la

masica y la literatura.

A pesar de que muchas de sus contribuciones a la fisica fueron du-

Boltzmann, Doctor Honoris
Causa de Oxford. ramente criticadas por sus contemporaneos, Boltzmann gozaba de

un robusto prestigio en toda Europa. Entre otras varias distinciones,
fue elegido miembro de la Real Academia de Ciencias sueca, de la Real Sociedad de Londres, y
recibié un doctorado honorario de la Universidad de Oxford. También formé parte de la Academia

Imperial de Ciencias de su pais y fue cofundador de la Sociedad Matematica de Austria.
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En 1905, Boltzmann viajé por tercera vez a los Estados Unidos, in-
vitado por la Universidad de California en Berkeley a dictar, durante
una escuela de verano, su ya famoso curso de teoria cinética de los
gases. Al regreso, escribié para sus amistades un vivaz relato, “Via-
je de un profesor aleman a Eldorado”, con mucho humor y agudas
observaciones sobre un mundo tan diferente del propio:’ la Nueva
York de los primeros rascacielos; el traqueteado viaje de cuatro dias
en tren hasta San Francisco; sus intentos de comunicarse en inglés;
el efecto de los menues universitarios sobre su “fastidioso estémago
vienés'"; las dificultades para conseguir bebidas alcohélicas; la inmen-

sidad de recursos en los centros académicos de Berkeley y Stanford.

Este viaje fue quizas el altimo periodo realmente placentero de la

Boltzmann dando clase

vida de Boltzmann. Algo mas de un afio después, ya habia muerto
en California. .. . ,
e, irbnicamente, gran parte de la suntuosa San Francisco que habia

conocido el afio anterior era una pila de escombros, luego del terremoto e incendio de abril de 1906.

Boltzmann fue un promotor de la inclusién de las mujeres en
el ambiente universitario, en una época en que no estaba pre-
visto que el género femenino accediera a la educacién superior,
y mucho menos en el area cientifica. Animé a su futura espo-
sa, Henriette von Aigentler, a asistir como oyente a los cursos
de matematica —con lo cual logré que al semestre siguiente se
prohibiera el ingreso de mujeres a las aulas—y, cuando afios des-
pués esta reglas se flexibilizaron, fue profesor y mentor de Lise
Meitner (1878-1968), segunda mujer en obtener un doctorado
en Fisica (probablemente en todo el mundo) y luego codes-
cubridora de la fisién nuclear.” Entre otros, es gracias a sus
estudiantes Lise Meitner y Paul Ehrenfest (1880-1933) que sa-

bemos que Boltzmann era un excelente docente, famoso por el

entusiasmo, amenidad y claridad con que transmitia conceptos

Boltzmann y familia en 1886.

muchas veces abstrusos y de tratamiento matematico complejo.

El vienés Erwin Schrédinger (1887-1961) —quien, siendo estudiante secundario, seguramente habia
escuchado alguna de las conferencias publicas de Boltzmann sobre filosofia de la ciencia— recordaba
su frustracién al enterarse de que el profesor habia muerto justo antes de que él comenzara sus

estudios de fisica en la universidad.

En la década de 1920 —afios antes de tener que emigrar de Alemania huyendo del nazismo— Lise

tDe drive.google.com/file/d/1PUT3VaR9z-06MEoXugyYxOTX5wNRBalf/ puede descargarse una versién en
castellano.

"Veéase también J. Luzuriaga, "La fugitiva, el dictador y la bomba", en www.paginal2.com.ar/268572-la-fugitiva-
el-dictador-y-la-bomba. Javier Luzuriaga es egresado del Instituto Balseiro, y tuvo como profesor a Enrique Gaviola
(ver mas abajo).
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Meitner investigaba en el Instituto Kaiser Wilhelm de Berlin, y ensefiaba en la cercana Universidad
Friedrich Wilhelm. En su curso sobre “lonizacién y Radiacion Corpuscular’ de 1925 tuvo como
estudiante a Enrique Gaviola (1900-1989), uno de los fundadores de la Fisica argentina, quien se
encontraba en Alemania desde 1922. Mas adelante, Meitner formé parte, junto con Albert Einstein

(1879-1955) y otros, del jurado que evalué la tesis de grado del mendocino.'

Luego de unos afios en Estados Unidos, Gavio-
la volvié a la Argentina en 1931. Sus principa-
les contribuciones cientificas se desarrollaron en
Cérdoba, donde también colaboré con la puesta
en marcha del observatorio astronémico de Bos-
que Alegre. Por otro lado, fue el autor original
de la idea de crear una institucién dedicada a
la ensefianza de la Fisica en Bariloche, con un

perfil muy similar al de nuestro actual instituto.

= 4 - # poco después del fallecimiento de José Antonio

Lise Meitner y Enrique Gaviola. Balseiro (1919-1962), Gaviola se trasladé a Ba-

riloche para reforzar el plantel docente del entonces Instituto de Fisica, y aqui pasé los altimos afios
de su carrera profesional, hasta principios de los ‘80. Durante ese periodo tuvo como estudiantes
a varios de los que luego fueron profesores de quienes hoy ensefiamos en el Instituto Balseiro. Es
asi que, pasando por Meitner y Gaviola, Boltzmann es uno de nuestros “ancestros académicos’ mas

directos. jLo sienten en sus genes?

fLas libretas universitarias de Gaviola en Alemania, con las firmas de Meitner y Einstein en-
tre varias otras ‘“celebridades’, se preservan en el archivo histérico del Instituto Balseiro (véase
guillermoabramson.blogspot.com/2018/12/gaviola-en-alemania.html).
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12. Equilibrio termodindmico con intercambio de parti-
culas

Como veremos en unas pocas lecciones mas, considerar el equilibrio termodinamico entre sistemas
que intercambian particulas es un paso clave en la descripcion estadistica de una clase de fenémenos
de origen puramente cuantico. Estos abarcan desde la materia en condiciones extremas (temperaturas
muy bajas, densidades muy altas) hasta la representacion del campo electromagnético en términos

de cuasiparticulas (fotones).

El tratamiento estadistico del intercambio de particulas es una extension directa del que desarrollamos
en la leccion 6 para el contacto térmico, es decir, para el intercambio de energia. Consideramos un
sistema aislado del ambiente, con niamero de particulas Ny y energia Ey, formado por dos subsistemas
1y 2, en principio aislados entre si, cada uno de ellos caracterizado por su nimero de microestados,
Qi(N;, E;) (i = 1,2), que ahora depende tanto de la energia como del nimero de particulas.
Naturalmente, Np = N; + N, y Eg = E; + E5, y el namero de microestados del sistema conjunto
esta dado por el producto Q(Ny, Ny, Eq, E3) = Q1(Ny, E1)Q20(Ns, Ey).

Figura 12.1: Un sistema formado por dos subsistemas estadisticamente independientes, que inter-
cambian particulas y energia.

Para definir la condicién de equilibrio termodindmico, extendemos mutatis mutandis el postulado de
maximizacién de la entropia de Shannon, requiriendo que el namero de estados del sistema conjun-
to sea, simultaneamente, un maximo respecto de N; y E; (o, equivalentemente, de N, y E;). La
maximizacion respecto de la energia implica realizar exactamente el mismo calculo que llevé de la
ecuacién 6.1 a la 6.3. Como hemos visto, con la identificacién de cantidades estadisticas y termo-
dindmicas, la ecuacién 6.3 equivale a la igualdad de las temperaturas para ambos subsistemas. Por
lo tanto, en el equilibrio termodindmico con intercambio de particulas seguira valiendo la condicién
T]_ = T2.

No es dificil imaginar que, de la maximizacién respecto del namero de particulas, obtendremos la

condicién 3 3
a—l\llanl(Nl,El) = a—lvzanQ(N2,E2), (121)
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completamente anéloga a 6.2. En otras palabras, en equilibrio termodinamico, la cantidad

0
— ﬁ,‘l.l,,' = a_/\/, In Q,‘(N,’, E,) (I = ]., 2) (122)
debe ser idéntica en ambos sistemas. Admitiendo la identificacién con las variable termodinamicas,

aqui ya hemos introducido la notacién usual para el potencial quimico (ecuacién 6.6),

p=-T <§—Z>ME. (12.3)

La maximizacién de la entropia queda entonces asegurada por la igualdad simultanea de la tempe-

ratura y el potencial quimico de los dos subsistemas, T1 = T y w1 = uo.

Tal como discutimos en la leccién 6, para que el equilibrio termodinamico puede efectivamente al-
canzarse, es necesario que existan mecanismos que permitan el intercambio de energia y de particulas
entre los subsistemas 1 y 2. Estos mecanismos, sin embargo, deben ser suficientemente “débiles”
como para que sea valida la factorizacion del namero de microestados del sistema conjunto en los

de los dos subsistemas.

Como primera aplicacién de estas nociones, consideremos dos recipientes a diferentes alturas sobre
la superficie terrestre, llenos de gas —que supondremos ideal y formado por particulas idénticas— y
conectados por un tubo que permite el paso del gas de un recipiente a otro (figura 12.2, izquierda).
El tubo es tan delgado que su volumen puede despreciarse frente al de los recipientes. Para plantear
la condiciéon de equilibrio de este sistema es necesario que primero calculemos la entropia S; del gas
en cada recipiente, que va a estar dada por una expresién muy parecida, pero no exactamente igual,
a 4.0.

VN

Figura 12.2: lzquierda: Dos recipientes a diferentes alturas conectados por un tubo muy delgado
que permite el paso del gas que contienen. Derecha: La atmoésfera terrestre como “continuo de
recipientes’ que intercambian aire.

La diferencia reside en la definicion de la energia. En efecto, la energia total de la particula n-ésima

esta dada por la suma de sus energias cinética y potencial, €, = |p,|?/2m + mgz,, donde p, es el

39



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

impulso de la particula en cuestién, m es la masa de las particulas, g es la aceleracion de la gravedad,
y z, es la altura a la que se encuentra la particula. Para simplificar el calculo supondremos que el
tamafio de los recipientes es mucho menor que la diferencia entre las alturas z; y z, de modo que
todas las particulas de un dado recipiente pueden considerarse a la misma altura. La observacién
clave para calcular la entropia del gas en cada recipiente es que solo la energia cinética contribuye
al nimero de microestados del sistema. Como estamos suponiendo que todas las particulas en el
recipiente / se encuentran a la misma altura, el término de energia potencial juega solamente el papel
de un corrimiento en el “cero de energias”, diferente para cada recipiente, pero que no modifica el
namero de microestados accesibles. En la ecuacién 4.6, por lo tanto, la energia total E (que en la
leccién 4 coincidia con la energia cinética) debe reemplazarse por la energia cinética en el respectivo

recipiente, E; — N;mgz;. Es decir,

3/2
Si(N;, Vi, Ej) = NikIn % (4;:2"’ Ei —3/\/(;;77gz,-> / + gN,-k, (12.4)
para i =1,2.
A partir de esta expresién para la entropia, calculamos
% - (g_?,> Y - gE,- —I\Il\ilf(mgz,-' (12.5)

que muestra que la temperatura de cada recipiente es proporcional a la energia cinética de las

particulas que contiene. Mientras tanto, el potencial quimico es

V, (4rmE; — N;mgz;\*?
( ™m mgz) (12.6)

0S;
i=—T; I = — kT;In | —
g ( >V,.,E,. ez "IN\ T3

oN;
(comparese con la ecuacién 9.8). Planteamos ahora las condiciones de equilibrio Ty = T, y p1 = o
que, junto con Ny + Ny, = Ny y E;+ E> = Eg, nos permiten hallar los valores de Ny, N», E; y E> que
maximizan la entropia del sistema conjunto para valores dados de Ny y Eq. Este problema algebraico
puede resolverse explicitamente, y lo dejamos como ejercicio para la merienda. Nos interesa notar,
sin embargo, que a partir de las ecuaciones 12.5 y 12.6, y de la condicién de equilibrio p; = w», se

obtiene la relacién

1 [2wmkT\>/? 1 [2wmkT\*?

donde n; = N;/V; es la densidad de particulas en cada recipiente, y T = T; = T, es la temperatura
de equilibrio del sistema. Tomando la exponencial de ambos miembros de esta ecuacién, despejamos

el cociente entre las dos densidades:
——(Zl — 22) . (128)

Este resultado muestra que la densidad siempre es menor en el recipiente que esta mas arriba, cuya
energia potencial es mayor, y que la diferencia entre las densidades se acentia a medida que la

temperatura disminuye y/o cuanto mayor es la masa de las particulas.
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A partir de aqui, no es dificil caer en la tentacién de describir una gran masa de gas, ocupando
un dominio extendido sobre la superficie terrestre —por ejemplo, la atmdsfera— como un “continuo
de recipientes”, cada uno de los cuales intercambia particulas con sus vecinos de arriba y de abajo
(figura 12.2, derecha). No vamos a hacer el calculo explicito pero, no inesperadamente, el resultado
de plantear el equilibrio termodindmico en este sistema implica que la densidad decrece con la altura
como

n(z) = n(0)e m&*/T (12.9)

Debido a una multitud de factores evidentes para quienes vivimos inmersos en ella, la atmdsfera de
la Tierra dista bastante de estar en equilibrio termodinamico, pero este resultado da una razonable
descripcion de la dependencia de la densidad con la altura, sobre distancias relativamente pequefias
(cientos de metros, no demasiado cerca de la superficie) y cuando el aire esta grosso modo en

reposo.
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13. Equilibrio termodindmico en un modelo de reaccién
quimica

Como su nombre lo indica, el potencial quimico fue introducido en la descripcién termodinamica
en relacién con los sistemas donde ocurren reacciones quimicas. Bajo condiciones apropiadas, en
muchos de estos sistemas se alcanza un estado estacionario asociado al balance entre los procesos
que producen y consumen diferentes reactivos, ademas del equilibrio puramente asociado a las
variables termodinamicas. La formulacién termodinamica de sistemas con intercambio de particulas
permite describir el balance quimico como un estado de tipo termodinamico, que aqui analizaremos

con las mismas herramientas que utilizamos en la leccién anterior.

Limitandonos a un modelo muy sencillo, consideremos dos gases que comparten el mismo volumen
V, formados respectivamente por moléculas de dos especies quimicas A y B que sufren la reaccién
reversible

A+— B.

Supondremos que las moléculas de cada especie tienen masa m, y energia interna ¢ = A, B),
q q

y que ambas especies son gases ideales. Como la reaccién transforma una molécula A en una B, o

viceversa, el nimero total de moléculas N = N4 + Ng es una constante, fijada como parametro del

sistema.

A primera vista, este modelo de reaccién quimica puede parecer muy alejado de la realidad. De-
be entenderse, sin embargo, que no representa otra cosa que la transformacién reversible de una
substancia en otra, con la intervenciéon de uno o mas reactivos adicionales que no incluimos en la
descripcion. Esta simplificacion se justifica si los reactivos adicionales estan disponibles en grandes
cantidades, como para que su intervencion en la reaccién no implique un cambio significativo de su
densidad. Por otro lado, la participacién de otros reactivos es necesaria para aportar la diferencia de
masas entre Ay B. Las diferentes energias internas describen, por ejemplo, configuraciones mole-
culares distintas para cada especie o, en general, distintos estados cuanticos para las particulas que

forman cada tipo de molécula.

Si bien este sistema es de naturaleza fisica muy diferente al de los recipientes conectados que
consideramos en la leccién anterior, ambos son virtualmente equivalentes desde el punto de vista de
nuestra formulacién estadistica. En efecto, basta con asociar cada especie quimica con las particulas
en cada uno de los recipientes. La conversién de una particula de una especie en otra equivale al
paso entre recipientes. La energia interna del sistema quimico juega el mismo papel que la energia
potencial asociada a la altura de cada recipiente. Las Gnicas diferencias residen en que, en el sistema

quimico, todas las particulas acceden al mismo volumen y sus masas son diferentes segin la especie.

Por extension directa de la ecuacion 12.4, podemos escribir la entropia de cada especie como

V (4mmy, E, — N,& 3/2 5
SN,V E,)) = NskIn | — -9 9-9 —N, k. 13.1
qa(Ng a) gk in Nq( 2 3N, ) +2 q ( )

42



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

Derivando respecto de la energia y del nimero de particulas, de aqui resulta

1 E,— Nge
q
Y 3/2
V. (2mm kT,
,LLq = Sq — kTq In ﬁ <$) . (133)
q

exactamente como en 125y 12.6.

La igualdad de temperaturas y potenciales quimicos, Tpo = Tg y ua = up se cumple si

3/2
na ma EB — €A
— = — — ], 134
ng (mg) P ( kT > ( )

donde n, = N,/V es la densidad de cada especie. Teniendo en cuenta que la densidad total es
n = na+ng, podemos deducir la densidad de cada especie en funcién de los parametros del problema.
Asi como en el caso de los dos recipientes conectados vimos que el equilibrio termodinamico esta
caracterizado por una “preferencia” de las particulas a ocupar el recipiente mas bajo —es decir,
con menor energia potencial— la ecuacién 13.4 muestra que, si my = mpg, la especie de menor
energia interna es la mas abundante. Ahora, sin embargo, tenemos un ingrediente adicional: si no
hay diferencia entre las energias internas, es mas abundante la especie formada por moléculas de
mayor masa. jA qué se debe esta prevalencia, en el equilibrio termodinamico, de las particulas mas

pesadas? He aqui una buena pregunta para consultar con la almohada...
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14. Ensemble gran candénico

En las lecciones 6 y 7, la descripcion estadistica de sistemas en contacto térmico —es decir, sistemas
en los que se admite el intercambio de energia— nos permitié introducir el concepto de bafio térmico,
tomando el limite en que uno de los sistemas concentra practicamente toda la energia del conjunto.
El sistema mas “pequefio” accede a estados de diferente energia, cuyo valor medio en equilibrio
termodinamico esta fijado por la temperatura del mas “grande”. Este limite hace posible calcular
la probabilidad con que el sistema en contacto con el bafio térmico accede a cada uno de sus
microestados, y esa probabilidad —que s6lo depende de la energia del microestado y de la temperatura
del bafio— define el ensemble canénico. Recordemos que el mismo resultado se obtiene maximizando
la entropia de Shannon fijando la normalizacién de la probabilidad y la energia media del sistema,

como vimos en la leccién 2.

En base al anélisis presentado en la leccién 12, no es dificil imaginarse que podemos realizar una
construccién analoga respecto del intercambio de particulas. Especificamente, consideramos dos
sistemas que intercambian tanto energia como particulas, donde uno de ellos —al que vamos a llamar
bafno térmico y de particulas o, simplemente, “el bafio’— concentra casi toda la energia y casi
todas las particulas del conjunto. En completa analogia con la ecuacion 7.1, el sistema “pequefio”

accedera a un microestado w con energia €, y nimero de particulas n,, con probabilidad

Qb(EO — €u, NO - nw)

Q(Eo, No) , (14.1)

pw(€wv nw) =

donde los subindices b y 0 se refieren al bafio y al sistema conjunto, respectivamente. En el limite

en que Eq > €,y Ny > n,, encontramos, en analogia con 7.3,

Pu(€w, Ny) = %e_ﬁ(e“_“”w), (14.2)
donde 5 . 3
B= -2 Q== Bu=-——InQ,=-"~ (14.3)

OE, kT ON, kT
Asociando el producto kInQ, con la entropia termodinamica del bafio, T y u son su temperatura
y su potencial quimico, respectivamente. La probabilidad de que el sistema en contacto con el bafio
térmico y de particulas acceda a un microestado con energia y nimero de particulas dados queda
entonces fijada por la temperatura y el potencial quimico del bafio. El ensemble construido en base
a esta distribucién de probabilidad sobre los microestados con todas las posibles energias y todos

los posibles niimeros de particulas, recibe el nombre de gran canénico.

En la ecuacién 14.2, el factor 1/Z queda determinado por la normalizacién de la probabilidad sobre

todos los microestados:

Z(B )= e Plarn) (14.4)

Se sugiere fuertemente a 1@s lector@s que realicen este calculo en forma explicita, que también servira como
repaso del de la leccién 7.
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La cantidad Z —que, como es facil de prever, jugara un papel similar al de la funcién de particién— se
llama funcién de particiéon gran candnica o también gran funcién de particién. La ecuacién
14.4 deja en claro que es natural considerar a la gran funcién de particion como funcién de la

temperatura y el potencial quimico del bafio.

En la practica, suele resultar conveniente operar con la gran funcién de particion como funcién de

By una nueva variable z = exp(Bpu), reescribiendo 14.4 como
Z(B,z) = Zz”“e_ﬁe“’. (14.5)

La cantidad z se llama (dependiendo del contexto en que se la utilice) fugacidad o actividad del
sistema. Ademas, teniendo en cuenta que a cada namero de particulas corresponden diferentes
microestados, conviene reescribir 14.5 separando la sumatoria sobre el niamero de particulas n 'y

sobre los microestados correspondientes a cada n:
Z(Bz) =) ey ePun =3 2"7,(B). (14.6)

La primera sumatoria en esta expresion corre sobre todos los valores que puede adoptar el nimero
de particulas, mientras que la segunda cubre todos los microestados w, con un determinado niamero
de particulas n. Notemos que esta segunda sumatoria no es otra cosa que la funcién de particion
candnica calculada sobre los microestados con n particulas, a la que hemos llamado Z,(B8) en el

altimo miembro de la ecuacién.

Al igual que en el ensemble canénico calculdbamos la energia media E del sistema en contacto con
el bafio térmico (ecuacién 7.6), ahora calculamos tanto la energia media como el nimero medio
de particulas, al que llamaremos N por asociacién con la variable termodinamica. Tal como en 7.7,

tanto E como N se expresan sencillamente en términos de la gran funcién de particion:

=Y anenn) = (%52) - N=Fanden) =z (%5 )ﬁ. (14.7)

A partir de las probabilidades p, (€., n,), podemos calcular la entropia como

S=—kY _,pu,Inp, y mostrar que vale la relacién
E—-TS—uN=—kTIhZ (14.8)

(comparese con 7.9). La cantidad ©(T, u, V) = —kT In Z suele llamarse po-
tencial gran candnico, o potencial de Landau, y es el punto de partida

para obtener las cantidades termodinamicas

00 00 00
s=—(5) ov=-(5) . P=(5) -
oT ) ,v ou /)ty ov/)r, (14.9)

Respecto de la formulacién gran canénica, © cumple el mismo papel que la

energia libre de Helmholtz F en el ensemble canénico. Realizada la identifica-
cién con las cantidades termodinamicas, notamos que © = F — G = —PV/, donde G = uN es la

energia libre de Gibbs.
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Como primera aplicacion, utilicemos estas relaciones en el caso del gas ideal tridimensional. Como

vimos en la leccidn 9, ecuacién 9.5, la funcién de particién correspondiente a n particulas es

vV /2 3n/2
Zu(B) =7 ( ,22,7) . (14.10)

Reemplazando en 14.6, y suponiendo que el gas en contacto con el bafio puede acceder a micro-

estados con nimero de particulas entre n = 0 e infinito, la gran funcién de particién estd dada

por
> omm\>/?
Z(B,z) = Zznzn(ﬁ) =exp |zV ( By > . (14.11)
n=0
Para el potencial gran canénico © = —kT In Z encontramos
2rmkT \*?
O(T, V) = —kTe/*Ty (%) . (14.12)

De acuerdo a 14.9, el namero medio de particulas en funcién de la temperatura y el potencial quimico

resulta ser

(14.13)

3/2
N = et/kTy/ (M) ]

h2
Esta relacién entre N, V, uw y T coincide exactamente con la que obtuvimos en la formulacién
canénica al calcular el potencial quimico, ecuacién 9.8. Del mismo modo, también a partir de 14.9,

obtenemos

(14.14)

3/2
P = kTe/*T <—27”"kT> — TN

h? v’
es decir, la ecuaciéon de estado del gas ideal —ya no muy sorprendentemente. Estas coincidencias
ilustran el hecho de que, a nivel de la descripcién termodinamica, el ensemble gran canénico participa
de la equivalencia de ensembles que ya hemos sefialado con anterioridad. En general, la equivalencia
del ensemble gran canénico con el microcanénico y el candnico esta basada en los mismos argumentos
expuestos de la leccion 10, aplicados ahora tanto a las fluctuaciones de la energia como a las del

namero de particulas.
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15. Adsorcién

La adsorcién es un proceso en el cual una particula en movimiento se deposita sobre una superficie
sélida y establece temporariamente un enlace con el material, hasta que eventualmente el enlace
se rompe y la particula es desorbida. Sin entrar en detalles sobre las interacciones atémicas in-
volucradas en este proceso, la adsorcién de una particula queda caracterizada por la energia de
adsorcidn, una cantidad negativa que mide el salto energético minimo entre el estado adsorbido
y cualquiera de los estados libres. En otras palabras, si —g4 es la energia de adsorcion, €4 > 0
es la minima energia que debe entregarse a la particula adsorbida para desorberla. En érdenes de
magnitud, los valores caracteristicos para €4 se encuentran entre 0,1y 1 €V (~ 1,6 x 10719 J), es
decir, tipicamente por debajo de la de los enlaces quimicos. Esta comparacién indica que los procesos
de adsorcién estan asociados con interacciones fisicas relativamente débiles, sin que medien reaccio-
nes quimicas propiamente dichas. En el medio ambiente terrestre, la adsorcién y desorcién del aire
sobre las superficies expuestas es un mecanismo dominante de interaccién con la atmésfera. En el
laboratorio, los experimentos de adsorcién sobre un material convenientemente preparado e inmerso
en una atmésfera controlada, son una poderosa herramienta para caracterizar las propiedades fisicas
de los atomos que forman la superficie del material, cuyo comportamiento suele ser muy diferente
del de los que se encuentran en el interior. El grupo de Fisica de Superficies del Centro Atémico

Bariloche se especializa en este tipo de experimentos.

En un tipico experimento de adsorcién, se prepara una

superficie con estructura cristalina —por ejemplo, la ca-

ra cuidadosamente pulida de una muestra de material \. \ ./
metalico— y se la sumerge en una atmésfera de compo- ./ \‘

sicion, temperatura, presion y densidad controladas. La .\ f @ ./r

estructura periddica de la superficie cristalina determina

que la adsorcién de las particulas de la atmésfera no pue- y //’ /‘// //’7/

de ocurrir en cualquier punto de la superficie, sino que

hay un arreglo ordenado de “casilleros” donde es posible

establecer el enlace. El cubrimiento de la superficie es la fraccién de estos sitios que estan ocupa-
dos por particulas adsorbidas. En equilibrio termodinamico, el balance entre los procesos cinéticos
de adsorcién y desorcidn implica que, salvo por fluctuaciones aleatorias relativamente pequefias, el

cubrimiento alcanza un valor estacionario.

Vamos a estudiar el equilibrio termodindmico en un experimento de adsorcién considerandolo como
un proceso de contacto térmico y de intercambio de particulas entre la superficie material y la
atmosfera. Suponemos que la atmésfera puede ser considerada como un bafio que fija la temperatura
T vy el potencial quimico u de la superficie, de modo que podemos utilizar la formulacién gran
candnica. En cuanto a la superficie, suponemos que hay un total de M sitios idénticos disponibles
para la adsorcién, y que en cada sitio puede ser adsorbida a lo sumo una particula. Llamaremos —¢g4

a la energia de cada particula adsorbida.
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Para calcular la gran funcién de particién Z(B, z), utilizamos la ecuacién 14.6 que requiere, en primer
lugar, calcular la funcién de particién canénica para n particulas, Z,(8). Dado que la energia de una
particula adsorbida es —e,4, todos los estados en que hay absorbidas exactamente n particulas tienen
la misma energia, €, = —nea. Ademas, el nimero de estados accesibles con n particulas adsorbidas
corresponde a todos los modos de repartirlas entre los M sitios disponibles. En consecuencia, la

funcién de particién canénica de n particulas es
M
_ *ﬁewn _ nBea
Za(B) = E e = ( N > ePeA, (15.1)

Sumando sobre todos los valores posibles del nimero de particulas adsorbidas, n =0,1,2,..., M,

la gran funcién de particién resulta ser

M

Z(B.2) =Y 2"Z,(B) = (1 +zefor)". (15.2)

n=0

Calculamos ahora el namero medio de particulas adsorbidas, utilizando la ecuacion 14.7:

olnZ zePea
N = =——M. 15.3
‘ < 0z >ﬁ 1 + zePea (15.3)

Para el cubrimiento de la superficie, n = N/M, encontramos entonces

1
T 1+ e Gatw)/kT

n (15.4)

en términos de la temperatura y el potencial quimico de la atmésfera.

Si suponemos que la atmdsfera esta constituida por un gas ideal de particulas idénticas de masa m,
la ecuacién 9.8 combinada con la ecuacién de estado PV = NkT nos permite vincular el potencial

quimico con la presion:

KT (27mkT\*?
TR — T (T . 15.5
RASE A Cy (153
Por lo tanto, como funcién de la presién de la atmdésfera, el cubrimiento se escribe
1 (15.6)
T 1 Pa(T)/P '
donde
2mm\ ¥ —ea/KT 5/2
PA(T) = ( e ) e A (kT) (15.7)

es una presion caracteristica, dependiente de la temperatura.

Para un valor fijo de la temperatura de la atmésfera, la expresion del cubrimiento de la superficie
como funcién de la presion, ecuacion 15.6, recibe el nombre de isoterma de Langmuir. Si bien
este resultado proviene de un modelo muy sencillo para el proceso de adsorcién de un gas en una
superficie sélida, describe muy satisfactoriamente una amplia clase de resultados experimentales y

hace posible la evaluacion directa de la energia de adsorcién 4.
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Para presiones pequefias, el cubrimiento crece linealmente con la presion:

P

a-neat (15.8)
Como P4(T) es una funcién monétonamente creciente con T, cuanto mayor es la temperatura
mas lento es el crecimiento de 0. Por otro lado, dado que P4(T) decrece para mayores energias
de adsorcién, el cubrimiento crece mas rapidamente para valores mas grandes de £4. A medida
que la presion se acerca al valor P4(T), n abandona el crecimiento lineal y satura asintéticamente
a su nivel maximo, n = 1. Para presiones suficientemente grandes, la superficie esta virtualmente
saturada de particulas adsorbidas. La figura 15.1 muestra esqueméaticamente el perfil de las isotermas

de Langmuir para diferentes temperaturas.

T creciente

cubrimiento _,

presion

Figura 15.1: Representacién esquematica de las isotermas de Langmuir, cubrimiento n vs. presién
P, para tres temperaturas diferentes.

Como comentario final, notemos que —de manera analoga a la funcién de particién canénica de lo
sistemas de particulas independientes, estudiados en las lecciones 8 y 9— la gran funcién de particién
obtenida en 15.2 se separa en factores idénticos, Z; = 1 + zexp(Bea), uno por cada sitio de la
superficie adsorbente. La cantidad Z; no es otra cosa que la gran funcién de particién para un sistema
de un solo sitio, y consta de dos términos asociados a los dos estados en que puede encontrarse el
sitio: ocupado o desocupado. Esta factorizacion es consecuencia directa de la independencia mutua

de los sitios de adsorcion, ya que no existe ningan mecanismo de interaccion entre ellos.

49



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

16. Particulas en un campo de fuerzas

En esta leccién introducimos un modo de aplicar el ensemble gran canénico que muy pronto nos
va a ser de gran utilidad en el tratamiento de las asi llamadas estadisticas cuanticas. La idea de
base consiste en que, en un sistema de tamafio macroscépico, el propio sistema actia como bafio
térmico y de particulas para cualquier parte —suficientemente pequefia y convenientemente elegida—
del total. Conceptualmente, esta idea no es muy diferente de la de separar un sistema aislado en dos
subsistemas, uno mucho mas “grande” que el otro. Las ventajas surgen en el aspecto operacional

pero, en vez de intentar explicarlas in abstracto, es mas ilustrativo verlas en funcionamiento.

Consideremos entonces un conjunto de N particulas idénticas no interactuantes que se mueven en un
dominio espacial D-dimensional de volumen V bajo la accién de una fuerza externa I?(?) dependiente
de la posicién y derivada de un potencial U(F), de modo que F(7) = —VU(F). Nuestro objetivo es
determinar cémo se distribuyen las particulas en presencia del campo de fuerzas, suponiendo que se
cumplen las condiciones de equilibrio termodindmico. Vamos a escribir la energia de la particula i
como €; = K(p;) + U(T;), sin especificar explicitamente la forma de la energia cinética K(p;) (como
veremos, no es necesaria para obtener el resultado que buscamos). La dnica condicién es que K
dependa solamente del impulso de la particula, en tanto que la energia potencial depende solo de la

posicion.

Fijemos ahora la atencién en un volumen de tamafio v en el dominio ocupado por el sistema, lo
suficientemente pequefio como para que podamos despreciar variaciones de la fuerza externa en
su interior. En otras palabras, si ' es la posicion de, por ejemplo, el centro geométrico de v, la
energia potencial en su todo interior vale U(F). Debido al movimiento de las particulas, el pequefio
volumen v intercambia dinamicamente tanto energia como particulas con el resto de sistema. Por
lo tanto, desde el punto de vista de la Mecanica Estadistica, puede tratarse mediante la formulacién
gran canodnica, interpretando a todo el sistema como un bafio que fija la temperatura y el potencial

quimico del conjunto de particulas dentro de v.

Para calcular la gran funcién de particién a partir de la ecuacién 14.6, obtengamos primero la funcién

de particion canénica para una particula en el volumen v:
1 . o BIK(B AU (e
Z1(B) = h—D/dri/dPie BIK(EIUG — T, (B)e=PVO). (16.1)

La funcién I (B) proviene de la integral de la exponencial de la energia cinética sobre la variable p;,
y no necesitamos especificarla (el factor 1/hP fue absorbido por esta funcién). La integral sobre T;
se simplificé drasticamente debido a la suposicién de que el potencial vale U(¥) en todo el interior

de v. Notemos que el resultado para Z; depende de la posicion ' donde estd ubicado v.

Tal como vimos en la leccién 9, considerando que las particulas son indistinguibles, la funcién de

particiéon candnica de n particulas esta dada por Z,(B) = Z1(B)"/n!. La gran funcién de particién
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para el conjunto de particulas en volumen v serd entonces
Z,B,2) =) _2"Z,(B) = exp [zvIk(B)e PVD]. (16.2)

Por conveniencia en el manejo algebraico, calculamos |la sumatoria aproximadamente, extendiéndola
sobre n desde 0 hasta infinito. En realidad, n deberia variar entre 0 y N, ya que en v no puede haber
mas particulas que en el sistema total. Sin embargo, la aproximacién es buena si NV es suficientemente
grande (I@s valientes pueden hacer el calculo sin aproximaciones... y |@s mas valientes pueden intentar
demostrar, sin hacer el calculo explicito, que la descripcién termodinamica que resulta es la misma

en el limite N — 00).

A partir del potencial gran canénico

©, = —kTIn Z, = —kTvIx(B)ePlt-V0) (16.3)
calculamos el nimero medio de particulas en el volumen v, N, = —(00©,/0u)r.,, y la correspon-
diente densidad: N

n=— = Ix(B) PV (16.4)
v

Vista como funcién de la posicién, n(r) nos da la distribucién espacial de particulas esperada en
equilibrio termodinamico. Para evaluar explicitamente la densidad, sin embargo, todavia necesitamos
saber cuanto vale el potencial quimico w fijado sobre v por el resto del sistema. Este se obtiene
inmediatamente imponiendo la condicién de que el namero total de particulas en el volumen V del

sistema debe ser N:

N = /V n(r) dr = Ix(B)eP* / e PU0 gy, (16.5)

v
Reemplazando en 16.4, encontramos

N

P — —BU(P)
n(r) - fv e,ﬁu(;‘/)d?le . (166)

En esta expresién, la densidad como funcién de la posicién quedé completamente explicitada en
términos del nimero total de particulas, de la temperatura, y del potencial U(¥). Notemos que este
resultado es una generalizacion de los obtenidos en la leccién 12, ecuaciones 12.8 y 12.9, donde
el potencial era U(F) = mgz. Por dar otro ejemplo, para un potencial arménico U(F) = k|F — To|?
obtendriamos una densidad con perfil gaussiano, centrado en ry. La ecuacién 16.6 nos muestra
que, en condiciones muy generales, la densidad en equilibrio termodindmico es mas grande donde
el potencial es mas pequefio, y que esa concentracién se vuelve mas aguda cuanto méas baja es la
temperatura. Para temperaturas muy grandes, en cambio, la densidad tiende a uniformizarse (ver
figura 16.1).

En relacién con lo que proponiamos en el primer parrafo de esta leccién, desde un punto de vista ope-
rativo, resolvimos este problema en dos etapas. Primero, obtuvimos las propiedades termodinamicas
de una (pequefia) parte del sistema considerando al resto como un bafio térmico y de particulas.

Segundo, nos deshicimos de la dependencia en el potencial quimico planteando una condicién de
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autoconsistencia: el namero total de particulas debe ser la suma de las contribuciones de cada una
de las (pequefias) partes. A partir de la préxima leccién, veremos cémo se aplica este método en
el caso de las estadisticas cuanticas —donde, lamentablemente, el calculo casi nunca es tan directo

como el que nos tocé hacer aqui.

Figura 16.1: Densidad de particulas en equilibrio termodindmico, en presencia de un potencial con dos
pozos, en un dominio bidimensional. En ambos paneles, las superficies inferior y superior representan
el potencial y la densidad, respectivamente. En el panel de la derecha, la temperatura es cinco veces
mas alta que en el de la izquierda. En este altimo, el pico mas alto estd truncado para facilitar la
representacion.
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17. Estadisticas cuanticas para particulas no interactuan-
tes

En las lecciones 4 y 9, tuvimos en cuenta la indistinguibilidad cuantica de las N particulas que forman
un gas ideal mediante la introduccién de un factor 1/N! en el conteo del nimero de microestados
(formulacién microcandnica, ecuacién 4.5) y en el calculo de la funcién de particion (formulacién
canénica, ecuacién 9.1). Como comentamos oportunamente, esta es la correccion apropiada si su-
ponemos que en el sistema no hay particulas con la misma posicién y velocidad, es decir, que no se
encuentran en el mismo microestado individual. Esta suposicion es perfectamente razonable en las
situaciones en que un sistema de particulas débilmente interactuantes se comporta como un gas ideal
y, genéricamente, se asocia con el limite de densidad baja y temperatura alta. En efecto, con pocas
particulas por unidad de volumen la probabilidad de que dos de ellas coincidan en posicién es muy
baja. Andlogamente, si la temperatura es alta, la distribucién de las energias cinéticas individuales

es muy ancha, de modo que la coincidencia de impulsos es muy improbable.

Las observaciones experimentales muestran que, al relajar las condiciones
de baja densidad y alta temperatura, aun cuando las interacciones entre
las particulas pueden seguir despreciandose, se ponen de manifiesto nue-
vos fenémenos de naturaleza cuantica que escapan a la descripcién que
hemos realizado hasta el momento. Entre ellos, desde el punto de vista de
la formulacién estadistica, el mas importante es la propiedad fundamental
que distingue las particulas que llamamos fermiones de los bosones. Los
fermiones son particulas con espin semientero (s = 1/2,3/2,5/2, ..., co-
mo los electrones, protones y neutrones) mientras que los bosones tienen
espin entero (s =0, 1,2, ..., como los fotones y gluones). En un sistema
formado por dos o mas particulas idénticas, sean fermiones o bosones, el

espin determina las propiedades de simetria de la funcién de onda cuan-

tica que describe al sistema. Estas propiedades, a su vez, influyen en su
comportamiento a nivel estadistico, tal como describiremos a continuacién. La relacién entre el espin
y el comportamiento estadistico, asociada con las simetrias de la funcién de onda de un sistema de
varias particulas, queda demostrada por el teorema espin-estadistica, un resultado fundamental

de la teoria cuéntica de campos demostrado por Wolfgang Pauli en 1940.

El microestado colectivo de un sistema de particulas no interactuantes queda especificado por el
microestado individual en que se encuentra cada particula —en un gas, por ejemplo, dado por su
posicion y su velocidad. Cada uno de estos microestados individuales, a los cuales ya hemos llamado
microestados de una particula en la lecciéon 9, puede estar “desocupado” (cuando ninguna
particula tiene las propiedades mecanicas correspondientes a este microestado), u “ocupado” por
una o mas particulas. El teorema espin-estadistica afirma que, en un sistema formado por particulas
idénticas, cada microestado de una particula puede estar ocupado por a lo sumo una de ellas si

se trata de fermiones, o por un nimero cualquiera si se trata de bosones (ver figura 17.1). La
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imposibilidad de tener dos o mas fermiones en cada microestado de una particula recibe el nombre

de principio de exclusion de Pauli y, obviamente, no se aplica a los bosones.

fermiones

bosones

Figura 17.1: En un sistema de particulas idénticas no interactuantes, los microestados de una par-
ticula pueden imaginarse como “cajas” en las cuales se distribuyen las particulas del sistema. Un
microestado del sistema conjunto corresponde a una dada distribucién de las particulas en las cajas
(teniendo en cuenta su indistinguibilidad). En el caso de los fermiones, en cada caja puede haber
a lo sumo una particula, mientras que en el caso de los bosones, el namero de particulas por caja
puede ser cualquiera.

Para implementar el comportamiento diferente de fermiones y bosones en nuestra descripcién esta-
distica, adoptaremos un enfoque analogo al que utilizamos en la leccién anterior: vamos a considerar
al sistema que deseamos estudiar como un bafio térmico y de particulas respecto de una parte “pe-
quefia”’, convenientemente elegida, del sistema total. En nuestro caso, este subsistema va a estar
dado por el conjunto de todas las particulas que se encuentran en un dado microestado de una
particula, microestado al que llamaremos genéricamente w. El sistema total fijara la temperatura T
y el potencial quimico w. El nimero de particulas en w —y, por lo tanto, la energia del subsistema—

fluctuaran como resultado del contacto con el resto del sistema.

Para el conjunto de particulas en el microestado w, la gran funcién de particién estad dada por

Nma’x

Zu(B.2) = )_2"Z:(B). (17.1)
n=0

donde N,s es el nimero maximo de particulas que pueden acceder a w. Para fermiones, Ny = 1,
mientras que para bosones N4 es igual al niimero total de particulas en el sistema. Para sistemas de
bosones en el limite termodinamico podremos realizar la suma hasta infinito. La funcién de particién
canénica de n particulas, Z,(B), se calcula inmediatamente, teniendo en cuenta que para un conjunto
de n particulas indistinguibles, todas ubicadas en un mismo microestado de una particula, hay un
anico estado posible. Si €, es la energia del microestado de una particula, la energia del conjunto
de n particulas en w vale simplemente ne,, y la funcién de particién canénica de las n particulas

tiene un solo término:
Z,(B) = e Prew, (17.2)

Reemplazando en 17.1, obtenemos
Z,(B,z) =1+ ze P (17.3)
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para fermiones (Nms = 1), y
1

1— ze Fe’

Z,(B.z) =

para bosones (con N5 — 00). Las dos formas de Z,(B, z) pueden escribirse de manera unificada

(17.4)

como

Z,B.z)= (1% ze_B€‘“)il

, (17.5)

donde el signo superior corresponde a fermiones y el inferior a bosones (convencién que adoptaremos

de aqui en adelante).

Habiendo obtenido la gran funcién de particién Z,(B, z), calculamos el nimero medio de particulas

en el microestado w:

0lnZ z 1
N, = v = = . 17.6
z ( 0z >/3 efew + 7z elew—w/kT 1 (17.6)

En el contexto de la Mecanica Estadistica de fermiones y bosones, el namero medio de particulas
en un dado microestado w recibe el nombre de niimero de ocupacién. El niamero de ocupacion
N, para cada tipo de particulas define las llamadas estadisticas de Fermi-Dirac para fermiones
y de Bose-Einstein para bosones (de ahi los nombres de cada tipo). Las funciones N, (e, ) suelen

llamarse, en cada caso, distribuciones de Fermi-Dirac y Bose-Einstein.

20

Bose-Einstein

1.5 1

Fermi-Dirac
1.0

0.5 1

0.0

Figura 17.2: Namero de ocupaciéon N, como funcién de la energia del microestado de una particula,
€., para las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein. La linea punteada vertical indica la posicion
del potencial quimico w. La barra horizontal tiene longitud kT, cantidad que fija |a escala de energias.

En la figura 17.2 representamos el namero de ocupacién N,, de un microestado de una particula como
funcién de su energia €,,, para fermiones y bosones. Vemos que, para la estadistica de Fermi-Dirac,
N,, tiene la forma de un escalén redondeado, variando entre uno y cero a medida que la energia
crece, de modo que el namero de ocupacion es siempre mayor para energias menores. Como era de

esperarse, debido a que en un microestado puede haber a lo sumo un fermién, el nimero medio
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de particulas en el microestado esta siempre limitado al intervalo (0, 1). Cuando €, coincide con el
potencial quimico, tenemos N,, = 1/2. De hecho, como funcién de la energia, N, es una funcién
simétrica respecto del punto donde la curva cruza el valor 1/2. El ancho del escalén es proporcional
a kT, de modo que se vuelve mas abrupto a medida que la temperatura decrece. Para kT — 0, N,

tiende a una funcién discontinua.’

Para la estadistica de Bose-Einstein, el nimero de ocupacién también es decreciente con la energia.
Sin embargo, una diferencia drastica con la estadistica de fermiones es que N, diverge para €, — L.
Para €, < u, el nimero de ocupacién dado por el signo inferior en la ecuacién 17.6 es negativo, de
modo que N, carece de sentido fisico. Es un sistema de bosones, por lo tanto, el potencial quimico
debe ser siempre menor que cualquiera de las energias de los microestados de una particula —es

decir, menor que la energia del microestado con energia minima.

Notemos que, a pesar de las grandes diferencias en el comportamiento de N,, para las dos estadisticas,
en el limite de altas energias las curvas en la figura 17.2 coinciden. En efecto, en el limite en que
expl(e, — )/kT] > 1, es decir, cuando €, — u > kT, el nimero de ocupacién dado por 17.6 se
reduce a

N,, = elkea)/kT (17.7)

tanto para fermiones como para bosones. En esta situacién, que llamamos limite clasico, no es
posible diferenciar entre bosones y fermiones a partir de la ocupacién de los microestados de una
particula. El nimero de ocupacién dado por 17.7 define la asi llamada estadistica de Maxwell-

Boltzmann.

Gran parte del resto de este curso estara destinada a utilizar estos resultados para deducir, a partir
de la Mecanica Estadistica, la Termodindmica de sistemas formados por fermiones o por bosones.
Como veremos, las diferencias en la forma funcional del namero de ocupacién en cada estadistica
tiene profundas implicaciones en la fenomenologia que caracteriza a cada tipo de particulas. Estos
fenémenos, de los cuales analizaremos varios casos, forman la base para entender el comportamiento

estadistico de una amplia clase de sistemas cuanticos.

tNé6tese que, en la estadistica de Fermi-Dirac, N,, depende de la energia €, exactamente del mismo modo que
el cubrimiento 7 en la ecuacién 15.4 depende de la energia de adsorcion —e4. En efecto, los sitios de adsorcion del
sistema estudiando en la leccién 15 admiten a lo sumo una particula adsorbida, asi como los microestados de una
particula pueden estar ocupados por un fermién como maximo.
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18. ;jCbémo se aplican las estadisticas cuanticas?

En la ecuacién 17.6 de la leccién anterior, obtuvimos el nimero de ocupacién de los microestados
de una particula como funcién de la energia de cada microestado para fermiones y bosones. Este
resultado provee una alternativa —diferente de la operacién sobre las funciones de particién— para
calcular relaciones entre algunas de las variables termodinamicas. La alternativa se basa en la sencilla
observacion de que el niamero total de particulas del sistema estad dado por la suma de los nameros
de ocupacion N, de todos los microestados, y de que su energia total es la suma de las energias de

las N, particulas en cada microestado de energia €,,. Concretamente,

N=> N, E=> e,N, (18.1)

donde las sumas corren sobre todos los microestados de una particula. En la practica, las sumas sobre
estados se realizan transformandolas en integrales, mediante la densidad de estados de una particula,

g(€)." Introduciendo explicitamente la forma del nimero de ocupacién dada en 17.6, tenemos

_ g(€) de . eg(e) de
v / exp(e — p)/kT] £ 1' E= / exp[(e — u)/kT] £ 1 (18.2)

En la practica, casi siempre es imposible resolver estas integrales. Formalmente, sin embargo, estas

dos ecuaciones establecen la relacion entre las variables termodinamicas N, E, wy T, en un sistema
de fermiones (signo superior) o bosones (signo inferior) no interactuantes. En una tipica situacion
de laboratorio, el experimentador controla el namero de particulas —impidiendo el intercambio de
materia con el exterior— y la temperatura del sistema —mediante un bafio térmico. En este escenario,
las ecuaciones 18.2 permiten obtener el potencial quimico y la energia como funcién de Ny T. En las
proximas lecciones, nuestro estudio de una variedad de sistemas cuanticos va a estar principalmente

enfocado en estas relaciones.

Por otro lado, las variables termodinamicas del sistema de fermiones y bosones puede obtenerse
también a partir de la ecuaciones 14.7 y 14.9, calculando la gran funcién de particién y el potencial
gran canonico. Cualquier microestado del sistema conjunto queda definido por el nimero n, de
particulas que hay en cada microestado de una particula. Como las particulas no interactaan, la
energia total de ese microestado estard dada por € = ) n,e€,. En base a esta separacién de
la energia total de cada microestado conjunto en términos correspondientes a la energia de cada
microestado de una particula, es inmediato comprobar que la gran funcién de particién del sistema

conjunto se factoriza como

Z(B.2) = | 2.(8.2). (18.3)

con Z,(B, z) dada por la ecuacién 17.5. Analogamente, el potencial gran canénico se separa en

términos:
©=—kThZ=—kT> InZ,. (18.4)

TEn la leccién 9, utilizamos las notaciones g(e) y gi(€) para las densidades de estados del sistema y de una
particula, respectivamente. Aqui trabajamos solo con los microestados de una particula, de modo que simplificamos
la notacién usando g(e€) para la densidad de estados de una particula.
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Expresando esta sumatoria como una integral, y reemplazando Z, a partir de 17.5, obtenemos

0= q:kT/g(e) In [1+eW /K] de. (18.5)

Una aplicacién interesante de este resultado consiste en calcular la primera correccién al limite clasico
en la ecuacién de estado de un gas ideal. Ya mencionamos en la leccion pasada que el limite clasico
esta definido por la desigualdad exp[(n — €)/kT] < 1. En 18.5, lo implementamos desarrollando

hasta segundo orden el logaritmo en el integrando:
In [1 £ W /K] ~ felhma/kT 4 1ez(“_e)/kT. (18.6)
2

Vamos a suponer que la densidad de estados tiene una forma muy general, g(e) = Vp(e), donde
V' es el volumen del gas y p(e€) es una funcién cualquiera (con las propiedades de integrabilidad

necesarias). En estas condiciones, el potencial gran canénico esta dado por

kTV
—¢€

O~ —kTVe*/ KT (T) + 24/KT1,(T), (18.7)

donde hemos introducido las integrales

L(T) = / ()T de,  I(T) = / o(€)e2/T de, (18.8)

que dependen solamente de la temperatura.

Utilizando las relaciones 14.9, obtenemos el niamero de particulas y la presién,
kT
N~ Vet TI(T) T Ve TI(T), P~ kTe* TI(T)F 7e2“/kTIZ(T), (18.9)

que pueden combinarse para dar

PV %
TN Eez“/kTIz(T). (18.10)

Este resultado nos muestra que, bajo condiciones muy generales en cuanto a la forma de la densidad
de estados g(€), la primera correccién respecto del limite clasico a la ecuacién de estado de un gas de
particulas no interactuantes representa un aumento de la presién para fermiones y una disminucién
para bosones. En el caso de los fermiones, el aumento de la presién se interpreta en términos del
principio de exclusién de Pauli: la imposibilidad de ubicar mas de una particula por microestado
implica que el sistema debe ocupar microestados de energia total mas alta, lo que redunda en una

presiéon mas grande. ;Y cémo deberia interpretarse la disminucién de P en un sistema de bosones?

58



o . .
Mecanica Estadistica €/ nstiuto Batseir

J. A. Balseiro discutiendo la primera correccion al limite clasico de las estadisticas cuanticas con los

estudiantes del Instituto de Fisica ingresados en 1957.

59



g . .
Mecanica Estadistica &/ isituto Baiseio

19. Fermiones a temperatura cero

En esta leccién veremos que, en el limite de temperatura nula, el calculo de las propiedades termo-
dindmicas de un sistema de fermiones se simplifica drasticamente. Ademas, como discutiremos mas
adelante, este limite provee una buena descripcién de una variedad de sistemas reales, de modo que

tiene interés analizarlo con detalle.

Para T = 0, el namero de ocupacién N, para fermiones, dado en la ecuacién 17.6, se transforma
en un escalén discontinuo: N, = 1 para energias menores que el potencial quimicoy N, = 0
para energias mayores (ver figura 19.1). A temperatura nula, el sistema se encuentra en su estado
de menor energia posible pero, debido al principio de exclusién, las particulas no pueden situarse
todas en el microestado de energia minima. Es asi que, a partir del microestado de energia minima,
los microestados de energia creciente se “llenan” hasta un limite determinado por el nimero de
particulas que tiene el sistema. Ese limite, donde el nimero de ocupacién pasa de uno a cero coincide,
precisamente, con el potencial quimico. Dado un sistema con un determinado nimero de particulas,
el potencial quimico a temperatura nula se llama energia de Fermi. Aqui la denotaremos por €r.

No inesperadamente, la temperatura Tr = €g/k recibe el nombre de temperatura de Fermi.

)
1
1
1
1
1
|
1
0.5 4 : 4
1
1
1
1
1
1
1
1

0.0

€y K =€F

Figura 19.1: Distribucién de Fermi-Dirac a temperatura nula. El namero de ocupacién como funcién
de la energia vale uno hasta el potencial quimico (energia de Fermi, €f), y cero de ahi en mas. En
otras palabras, los estados con energia €, < er estan ocupados por exactamente un fermién cada
uno, mientras que el resto esta desocupado. La zona gris representa los estados ocupados. El sistema
conjunto se encuentra en su estado de minima energia.

Para fermiones a temperatura cero, las ecuaciones 18.2 se reducen a

N:/Ong(e) de, E:/OEFeg(e) de. (19.1)

En estas expresiones hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que la energia minima de los
microestados de una particula es igual a cero. La energia de Fermi estd medida respecto de ese

nivel de referencia. Evidentemente, el calculo explicito de la relacion entre N, E, y €r a partir
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de 19.1 requiere fijar la forma de la densidad de estados de una particula, g(e). Supondremos
entonces que nuestro sistema esta formado por N fermiones que se mueven libremente en un volumen
tridimensional V —un gas de Fermi. Para fijar ideas, supondremos que se trata de electrones (espin
s = 1/2). Desde el punto de vista de la Mecanica, cada electrén accede a los microestados que
ya hemos considerado en las lecciones 4 y 9, de modo que la densidad de estados estarad dada

casi por la misma funcién utilizada en la ecuacién 9.9. Concretamente, en nuestro caso tendremos

ArmV
H3
La dnica diferencia con la densidad de estados de una particula de

gle) = gs 2me. (19.2)

la leccion 9 reside en el nuevo factor g;. Este factor tiene en cuen-
ta la degeneraciéon de espin, es decir, el hecho de que por cada
combinacién de posicién e impulso existen gz = 2s 4+ 1 microesta-
dos (todos con la misma energia), correspondientes a las distintas
proyecciones del espin s de cada particula. Por lo tanto, el niamero
de microestados que consideramos en la leccion 9 se ve multiplicado

por ese factor.

Introduciendo la densidad de estados 19.2 en la primera de las ecua- E. Fermi

ciones 19.1 e integrando, obtenemos inmediatamente la energia de

Fermi como funcién de la densidad n = N/V:

H2 3 2/3
€EF = % (8—ﬂn> ) (193)

donde ya hemos reemplazado g5 = 2. Vemos que €f es solo funcién de la densidad del sistema. Para

la energia total del sistema, encontramos

8r.  (2m\*? 3
E = %v (h—r:> &2 = Ner. (19.4)

En promedio, por lo tanto, la energia por particula vale E/N = 3er/5. Dado que el sistema se

encuentra a temperatura cero, la presion esta dada por la derivada de E respecto del volumen a N

2 2/3
p_ <3> n®/3. (19.5)

constante, cambiada de signo:

~ 5m \87
Nétese que, al igual que para un gas clasico en tres dimensiones, PV = 2E /3 (pero ahora PV #
NKT).

En los cursos de Fisica del estado sélido, habra oportunidad de comprobar que el gas de Fermi es
un modelo estandar para los electrones de conduccién en los materiales conductores, especialmente
bueno para metales alcalinos y nobles. En un material conductor, parte de los electrones de sus
atomos pueden desplazarse casi libremente por el interior del material —es decir, no estan ligados a
ningan atomo en particular. Al aplicar un campo eléctrico, estos electrones se mueven preferentemen-

te en sentido opuesto al del campo (ya que su carga es negativa) y, macroscépicamente, producen
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una corriente eléctrica. Debido al apantallamiento causado por los iones positivos que forman el
material, la interacciéon mutua de los electrones de conduccién es normalmente despreciable. En
cambio, la interaccion con los propios iones implica que los electrones no se comportan exactamente
como particulas libres: su densidad de estados de energia puede diferir mucho de la forma dada en
19.2. Un capitulo importante de la Fisica del estado sélido consiste, precisamente, en estimar la
forma de g(€) para los electrones de conduccién en un material determinado, dadas las propiedades
de los atomos que lo constituyen y la estructura microscépica del propio material (véase la figura
al final de la leccién 9). Por otro lado, fijada la densidad de estados, los resultados calculados para
T = 0 dan una descripcién aceptable del comportamiento de los electrones de conduccién en una
amplia clase de materiales. En efecto, la energia de Fermi de un metal conductor es del orden de
unos pocos electronvoltios, lo que corresponde a una temperatura de Fermi T ~ 10* a 10°> K. En
situaciones tipicas (T < Tg), por lo tanto, el ancho del escal6n en la distribucién de Fermi-Dirac es
mucho menor que el potencial quimico. Como consecuencia, la aproximacion de tomar T = 0 —es

decir, un escalén discontinuo en eg— es aceptablemente buena en muchas aplicaciones.
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20. Paramagnetismo de Pauli

Consideremos, como en la leccién anterior, un gas de fermiones de espin s = 1/2, no interactuantes,
a temperatura cero. En esta leccion vamos a estudiar la respuesta de este sistema a la aplicacion
de un campo magnético externo. El campo magnético rompe la degeneracion de espin del siste-
ma. En efecto, los estados correspondientes a las dos orientaciones del espin —que, para una dada
combinacién de posicion e impulso, tenian la misma energia en ausencia del campo— ahora tendran
energias diferentes. Si . es el momento magnético de cada fermién (jno confundirlo con el potencial
quimico!) y el campo magnético tiene médulo B, la energia de los fermiones cuyo espin apunta en
el sentido del campo esta dada por su energia cinética mas un término (negativo) —uB, ya que su
energia total disminuye por la presencia del campo, mientras que los fermiones con espin en sentido

opuesto al campo aumentan su energia en una cantidad uB.

Como resultado de la ruptura de la degeneracion de espin, la densidad de estados g(e) se desdobla
en dos contribuciones. La correspondiente a los microestados donde el espin apunta en el mismo
sentido que el campo, g, (€), tiene el mismo perfil que en la ecuaciéon 19.2 pero estd desplazada
hacia las energias negativas, mientras que su contraparte g_(¢) tiene un desplazamiento en direccién

contraria. Concretamente,

gle) =g (e) +g.(e) = 47Th,:\/ [\/2m(e +uB)0(e + uB) + v/2m(e — uB)b(e — [J,B):| , (20.1)

donde 6(¢) es la funcidn escalén de Heaviside, igual a uno si el argumento es positivo y a cero si es

negativo.

g+ (¢) /

— uB

g (¢) \

Figura 20.1: Las dos contribuciones a la densidad de estados de un sistemas de fermiones de espin
1/2 en presencia de un campo magnético. La linea punteada vertical indica la energia de Fermi. La
zona gris representa los estados ocupados a temperatura cero.

Tradicionalmente, se representa a la densidad de estados g(e€) de este problema graficando la con-

tribucién g, (e) de un lado del eje de energia, y g_(€) del otro, como en la figura 20.1. La linea
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punteada vertical representa la energia de Fermi (es decir, el potencial quimico) del sistema, dada
por el nivel de maxima energia ocupado por los fermiones a temperatura cero. En equilibrio ter-
modinamico, naturalmente, el potencial quimico de las particulas con ambas orientaciones de espin
debe ser el mismo. Como consecuencia, tal como queda claro del grafico, hay mas fermiones con
su espin apuntando en el sentido del campo que en el sentido contrario. El resultado de este exceso
es que, en presencia del campo magnético, el sistema posee un momento magnético macroscépico
neto que apunta en el mismo sentido que el campo. A continuacién, veremos cémo caracterizar

cuantitativamente este efecto.

En primer lugar, reemplazando la densidad de estados 20.1 en la primera de las ecuaciones 19.1,

obtenemos la relacion entre el nimero de fermiones y la energia de Fermi:

8mmV
3h3

N=N,+N_ = V2m [(er + uB)*? + (er — uB)*?], (20.2)

donde N, indican el nimero de particulas con espines orientados en cada sentido. Notemos que, de
esta expresion, no es posible deducir explicitamente €£. Sin embargo, en el limite de campo pequeiio,

wB < eF, podemos encontrar la solucién aproximada’

eF=er|1— KB 2 (20.3)
d 2¢% '

donde €2 es la energia de Fermi en ausencia del campo magnético (ecuacién 19.3). jPor qué

disminuye la energia de Fermi al aumentar B? Buena pregunta para dirigir al cielo estrellado...

En todo caso, en funcién de N, podemos calcular la magnetizacién, exactamente como en la leccién

8:
8mm
M= B, N0 = T (e + w82 (er — uB)?). (20.4)

De aqui obtenemos la susceptibilidad magnética del sistema,

8mrmu? grmu? (3 \Y?
=05 \/2me% = —2 \g:") (20.5)

donde n = N/V es la densidad. jPor qué sera que esta susceptibilidad es proporcional a n*/3,

oM

XM= 5

B=0

mientras que en el sistema de la leccién 8 era proporcional a n? Otra pregunta para el firmamento,

no carente de relacién con la que hicimos mas arriba.

Estos resultados nos muestran que un sistema de fermiones a T = 0 en presencia de un campo mag-
nético genera una respuesta macroscépica paramagnética, es decir, desarrolla una magnetizacién en
el mismo sentido que el campo (x > 0). Esta respuesta, que se combina con otras manifestaciones
de origen magnético cuando se aplica un campo a un material conductor real, se llama paramag-
netismo de Pauli. Como todas las otras formas de paramagnetismo, su contribucién a la respuesta

magnética del material suele ser pequefia comparada con las contribuciones diamagnéticas.

TEIl célculo es medio complicado, pero instructivo.
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21. Enanas blancas y agujeros negros

El interior de una estrella es, muy probablemente, el sistema natural mas complicado que puede
estudiarse mediante las herramientas que proporciona la Fisica. La cantidad de fenémenos que
confluyen en el medio intraestelar y las condiciones extremas en que ocurren, irreproducibles en un
laboratorio en la Tierra, plantean un desafio mayisculo a cualquier intento de descripcién. En la zona
central de una estrella ocurren reacciones termonucleares —en particular, fusién nuclear, que convierte
elementos livianos en mas pesados (principalmente hidrégeno en helio). Estas reacciones generan
enormes cantidades de energia, que fluye espontaneamente hacia la superficie, manteniendo a todo
el sistema muy lejos del equilibrio termodindmico: mientras que en el interior la temperatura llega a
decenas de millones de grados, en la superficie es de algunos miles. Debido al contenido energético
del medio, el gas que lo forma se encuentra mayormente ionizado y en flujo turbulento, lo que genera
potentes campos electromagnéticos que afectan al propio flujo. Este escenario literalmente infernal,
sin embargo, ha sido minuciosamente disecado por los astrofisicos desde principios del siglo XX.
Hoy en dia, gracias a la contribucién conjunta del electromagnetismo, la hidrodinamica, la mecanica
cuantica, y la fisica nuclear y de plasmas, contamos con una teoria satisfactoria para esta abrumadora

colecciéon de procesos, en gran medida compatible con los resultados observacionales.

Un subproducto de la teoria, también en acuerdo con las
observaciones astronémicas, es el modelo de evolucién es- A
telar, que explica las sucesivas etapas por las que pasa una gigante roja
estrella desde la concentracién inicial del hidrégeno inter-
estelar, por colapso gravitatorio, hasta el agotamiento del
combustible nuclear y la dispersion final del material re-

manente (‘de polvo eres, y en polvo te convertiras”). Es

luminosidad

interesante notar que, a pesar de la complejidad de los

procesos involucrados, la evolucién de una estrella tipica
enana blanca

tiene solo un parametro libre: su masa inicial. Una estrella >
P temperatura

de tamafio mediano, entre 0,5 y unas pocas masas solares,

pasa la mayor parte de su existencia —varios miles de millones de afios— convirtiendo el hidrégeno
que la componia inicialmente en helio, dentro de la llamada secuencia principal, donde la lumi-
nosidad guarda una relacion directa con la temperatura. A medida que el hidrégeno se agota, la
estrella se enfria y se expande, lo que aumenta su luminosidad, convirtiéndose en una gigante roja.
Finalmente, las reacciones termonucleares dejan de originar suficiente flujo de energia como para
contrarrestar el efecto de la fuerza de gravedad, y se produce un colapso acompafiado de eyeccion
de materia hacia el espacio exterior. El remanente de este proceso es una enana blanca, una estre-
lla pequefia, caliente y poco brillante constituida enteramente por helio y elementos méas pesados,
como carbono y oxigeno. Se calcula que el Sol, una vez convertido en enana blanca, conservara
aproximadamente el 60 % de su masa actual, con un tamafio similar al de la Tierra —y, por lo tanto,
con una densidad enorme, del orden de 103 kg/cm3. La figura adjunta esquematiza el proceso en

un grafico de luminosidad vs. temperatura (diagrama de Hertzprung-Russel).
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Una de las primeras aplicaciones de la estadistica de Fermi-Dirac, desarrollada alrededor de 1930,
consistié en formular una teoria para las enanas blancas, basada en la nocién de que el colapso
gravitatorio de la estrella esta contrarrestado por la presién del gas de electrones de los atomos
ionizados que la conforman. Segin esta teoria, el principio de exclusién de Pauli impide que la
estrella disminuya su tamafio indefinidamente. En su forma mas elemental, el modelo representa a la
estrella como un gas de electrones en equilibrio termodinamico. La temperatura de una enana blanca
es el orden de 107 K, pero —debido a la gran densidad— la temperatura de Fermi es del orden de
10%° K, por lo que el sistema puede tratarse como si estuviera a temperatura nula. La contribucién a
la presion del resto de las particulas (protones y neutrones) puede despreciarse, ya que —de acuerdo
a la ecuacién 19.5— la presion es inversamente proporcional a la masa, y protones y neutrones son

unas 2000 veces méas pesados que los electrones.

A temperaturas del orden de 107 K, no es posible despreciar efectos relativistas en el movimiento de
los electrones. Para una particula relativista de masa en reposo m, la relacién entre energia cinética

€ e impulso p (relacién de dispersion) es

2C3

€(p) = /c2p? + m2c* — mc? =~ cp + me — mc?, (21.1)

donde la aproximacién del altimo miembro es la primera correccién al limite ultrarrelativista (p >

mc). El término —mc? es la energia en reposo de la particula, que restamos de la energia total para
obtener la energia cinética. Dado que esta relacion entre energia cinética e impulso es relativamente
complicada, la sumas sobre microestados de una particula en la ecuacién 18.1 se realizan mas
facilmente transformandolas en integrales sobre las variables de impulso, en vez de utilizar la densidad

de estados en energia, como hicimos hasta ahora —por ejemplo, en las ecuaciones 18.2 y 19.1.

A temperatura cero, los microestados de una particula estdn ocupados hasta un impulso pr —al
que, por supuesto, llamamos impulso de Fermi- y desocupados para impulsos mayores. La suma
sobre microestados que nos da el nimero total de electrones (es decir, la primera de las ecuaciones
18.1) es proporcional al volumen del dominio en el espacio de las fases de una particula, dado por el
volumen espacial V en las coordenadas y la esfera de radio pr en los impulsos. A este volumen total
debemos dividirlo por el volumen h® de cada microestado, y multiplicarlo por la degeneracién de
espin gs, ya que en realidad tenemos g, microestados por cada posible combinacién de coordenada

e impulso. Es decir,

_ gsv Pr 2 _ 8V 3
N = 3 47r/0 p-dp = WPF' (21.2)
donde en la segunda igualdad ya fijamos g; = 2. En funcién de la densidad n = N/V/, el impulso de
Fermi resulta ser entonces
3n\ 3
=h|— . 21.3
PF <87r> ( )
Procediendo del mismo modo para calcular la energia cinética total del sistema de electrones, tene-
mos 8V PF 8tV 2.3 2
_ 87 >, 8w c, m<c , mc 4
E=—5 i e(p)pdp = =+ <ZPF g PE T 3 pF) : (21.4)
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donde hemos reemplazado la forma de €(p) dada por la relacién de dispersion relativista aproximada

segln la ecuacién 21.1. La presién, obtenida a temperatura nula como P = —90E /0V/, resulta ser

4/3 2 3 2/3
P = 2mhe in — —27rm ¢ in ) (21.5)
3 8m 3h 8

Esta es la presion que, de acuerdo a la teoria que estamos desarrollando, debe contrarrestar el colapso

gravitatorio del sistema.

La densidad de electrones n = N/V puede escribirse en términos de la masa total M de la estrella y
de su radio R. Para establecer esta relaciéon de modo simplificado, supondremos que la enana blanca
esta integramente constituida por helio. Supondremos también que el helio estd completamente
ionizado, de modo que todos sus electrones estan libres, y forman el gas cuya presién evita el
colapso gravitatorio. Cada atomo de helio tiene dos electrones y su nicleo estad formado por dos
protones y dos neutrones. Siendo N el nimero total de electrones, entonces, el namero de niicleos
es N/2. Si m, es la masa de un protén —aproximadamente igual a la de un neutrén- la masa total
de los nacleos de helio puede aproximarse por 4m,N/2 = 2m,N. Ademas, como m, > m, la masa
total de la estrella estad esencialmente dada por la masa de los niicleos, de modo que tomaremos
M = 2m,N. Por otro lado, si suponemos que la estrella es esférica, tendremos V' = 4mR3/3. La
densidad, por lo tanto, puede escribirse
N 3M

n=—

V= G (21.6)

Para estimar una presion (fuerza por unidad de superficie) asociada a la autointeraccién gravitatoria
de la estrella, a la que llamaremos Pg, dividimos la fuerza gravitatoria que la estrella ejerce sobre
una masa igual a la de la propia estrella por la superficie de una esfera de radio R:
GM?/R? B GM?

k2 YanRY
donde G es la constante de gravitacién universal. El “coeficiente fenomenolégico” adimensional o

PG = (217)

pretende tener en cuenta todos los efectos que estamos ignorando al proponer esta estimacion. La
ecuacién 21.7, de hecho, debe leerse como la relacién funcional que esperamos que haya entre la
presion de origen gravitatorio y los parametros M y R, sin entrar en detalles sobre el valor exacto
que alcanza P;. El coeficiente a deberia poder ajustarse mediante un modelo mas sofisticado de la

estructura de la estrella.

Si ahora planteamos el balance entre la presién del gas de electrones (que “empuja hacia afuera”) y
la presién gravitatoria (que tiende a “comprimir” el sistema), P = Pg, obtenemos una relacién entre

la masa My el radio R de la estrella, de la forma
M*3 = aM?/® — bR?, (21.8)

donde a y b son combinaciones de constante universales y del coeficiente a, que no es necesario

que especifiquemos. Esta relacion puede reescribirse como

R = Ro(M)y/1— (MM())m, (21.9)
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donde My y Ro(M) son una masa y un radio caracteristicos, en cuyas expresiones intervienen las
constantes a y b.' La ecuacién 21.9 puede utilizarse para predecir el radio que tiene una enana
blanca dada su masa, suponiendo que la presién del gas de electrones y la presién gravitatoria se
compensan mutuamente. La figura 21.1 muestra esquematicamente la relacién entre R y M dada
por 21.9. Vemos que, para masas moderadas y grandes, el modelo predice que el radio disminuye
al aumentar la masa. Mas aun, cuando M alcanza el valor critico My el radio se anula y la estrella
colapsa. Para masas mayores, la presion del gas de electrones no es capaz de contrarrestar el efecto
de la fuerza gravitatoria de la estrella sobre si misma, de modo que la estrella no puede existir —al

menos, en las condiciones que hemos planteado en el modelo.
A

R

N
>

M My

Figura 21.1: Esquema de la relacién funcional entre el radio R y la masa M de una enana blanca,
segin el modelo que lleva a la ecuacion 21.9. El modelo predice el colapso gravitacional de la estrella
cuando su masa alcanza el valor M.

La primera versién de este resultado fue obtenida por Subrahmanyan
Chandrasekhar a principios de la década de 1930, cuando la esta-
distica de Fermi-Dirac estaba apenas formulada, y fue la primera
evidencia de la posible creacién de un agujero negro como altima
etapa en la evolucién estelar. Las consecuencias del colapso gravita-
torio de un objeto masivo se estudiaron mas adelante, en el marco
de la teoria de la Relatividad General, si bien las soluciones de las
ecuaciones de Einstein asociadas a este fenémeno se conocian desde
1916. A pesar de maltiples evidencias observacionales de la existen-
cia de agujeros negros en diversos puntos del Universo, la primera
imagen directa (hasta cierto punto) de uno de ellos se obtuvo re-

cién en 2019. Chandrasekhar desarroll6 su modelo cuando era muy

-
1)
N =
=
Q0
8
™
L")
=
)
=
(&
»n

joven —habia nacido en 1910- y subsecuentemente dedicé toda su
vida profesional al estudio de la evolucidn estelar y el medio intraestelar. Recibi6 el Premio Nobel
de Fisica en 1983. Los modelos mas avanzados para el colapso gravitatorio de una estrella predicen
que el valor critico de la masa, llamado limite de Chandrasekhar, es de aproximadamente 1,44

masas solares.

TEs aconsejable realizar el calculo.
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22. Fermiones a temperatura finita: desarrollo de Som-
merfeld

La mas somera inspecciéon a una tabla de integrales, o una rapida
prueba con un programa de manipulacién algebraica, nos muestra que
las integrales de la ecuacién 18.2 —necesarias para evaluar la relacién
entre namero de particulas, potencial quimico, energia y temperatura—
no puede resolverse exactamente para ninguna forma interesante de
la densidad de estados g(e€), cuando T # 0. Cuando la temperatura
es pequefia, sin embargo, es posible hacer un desarrollo sistematico de
las integrales en serie de potencias de la temperatura, explotando el
hecho de que la distribucién de Fermi-Dirac varia apreciablemente sélo
cuando la energia es parecida al potencial quimico (figura 17.2). La

zona de variacién, de hecho, es tanto mas estrecha cuanto menor es

la temperatura. Este desarrollo fue propuesto por Arnold Sommerfeld'

en 1928, como parte de sus estudios sobre los electrones de conduccién en los metales.

El desarrollo de Sommerfeld permite calcular integrales de la forma

[ f(e) de 1 ° F(e)
I(T. ) = /_Oo exp[(e — w)/kT] +1  4kT /_oo cosh?[(e — u)/2kT] de. (22.1)

En el altimo miembro de esta ecuacién, donde hemos llamado

Fle) = / " F(u) du, (22.2)

—00

hicimos una integracion por partes, suponiendo que el integrando del segundo miembro tiende a cero
en los limites £00. Este es el caso cuando f(€) es proporcional a la densidad de estados, que se anula
por debajo de la energia minima del sistema bajo estudio y, tipicamente, crece a lo sumo como una
potencia de € para energias grandes y positivas, por lo que la exponencial del denominador “la mata”.
La inversa del cuadrado del coseno hiperbdlico en la Gltima integral es proporcional a la derivada de
la distribucién de Fermi-Dirac (cambiada de signo). Esta funcién es sensiblemente diferente de cero
solo en un intervalo de ancho proporcional a kT alrededor de € = . Ademas, es simétrica respecto

de ese punto.

Realizando el cambio de variables x = (¢ — n)/kT y desarrollando en potencias de kT x, tenemos

[ F(p + kTx) dx
If(TylL) _/;OO 4cosh2(X/2)

o (22.3)
_ / _dx {F(u) b P ()T x + S F"(u)(KTx)? +
oo 4cosh?(x/2) 2 o
Las integrales que permiten obtener los coeficientes del desarrollo valen
[o] szdX
— = 2(1 -2 (2m)!¢(2 =0,1,2,...), 22.4
| ity — =2 memiem) (@4

A diferencia de S. Chandrasekhar (ver leccién 21), Sommerfeld nunca obtuvo el premio Nobel —aunque, segiin
se dice, fue mas veces candidato a recibirlo que ningiin otro cientifico.
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donde ¢(2m) = 332, k72™ es la funcion zeta de Riemann, cuyo valor se conoce exactamente para
algunos valores especiales del argumento.” Realizando las integrales y reintroduciendo la funcién

f(€) encontramos, hasta el segundo orden del desarrollo,

If(T,u) = /# f(e)de + 7r€2k2T2f'(pu) +.... (22.5)

—00

Para T = 0, el potencial quimico es igual a la energia de Fermi, y la aproximacién se reduce a una
integral del tipo de las de la ecuacién 19.1. Debido a la simetria de la distribuciéon de Fermi-Dirac

alrededor de € = u, la primera correccién es cuadratica en la temperatura.

La aplicacién del desarrollo de Sommerfeld, aun si nos limitamos al primer orden significativo, es
menos directa de lo que puede parecer a primera vista. Para ilustrar este punto, consideremos un gas
de fermiones no relativistas en tres dimensiones, con densidad de estados g(€) dada por la ecuacién
19.2 (para € > 0; para energia negativas la densidad de estados se anula). Para calcular el namero

de particulas, tomamos f(€) = g(€) en 22.5, obteniendo

Armg.V 2 :
N = %\/2m (g,fﬁ + %k2T2u1/2> . (22.6)

Para calcular la energia, mientras tanto, tomamos f(€) = eg(e) y obtenemos

4 74 2 2
E = 7”;—55\/2m <g“5/2 + %k2T2u1/2> . (22.7)
Si queremos proceder como hemos hecho a T = 0, ahora deberiamos despejar u como funcién de
N, V y T de la primera de estas ecuaciones y reemplazarlo en la segunda, de modo de obtener

explicitamente la relacién de la energia con la temperatura, el nimero de particulas y el volumen.

Este procedimiento algebraico, sin embargo, no puede realizarse exactamente. Por otro lado, al tra-
bajar con expresiones aproximadas como 22.6 y 22.7, es importante mantenernos consistentemente
dentro de un mismo orden de aproximacién. Para tener en cuenta este requerimiento, escribimos
p = € + 6u(T), donde € es la energia de Fermi —es decir, el potencial quimico a temperatura
nula—y éu(T) es la primera correccién a temperatura finita. Reemplazando esta forma de w en 22.6
y desarrollando las potencias de p hasta el primer orden significativo en §u(T'), encontramos §u(T)
como funcién de la temperatura, lo que nos permite escribir el potencial quimico en funcién de T

72 k2T2>
p=¢€r|l—— : (22.8)
< 12 e

En esta expresion, Ny V quedaron absorbidos en eg (ver ecuacion 19.3). Ahora podemos reemplazar

i en 22.7 para encontrar la energia:

3 572 k2T?

TPor ejemplo, ¢(1) = oo, ¢(2) = m2/6 (que es la Gnica que usaremos aqui), {(4) = 7*/90, ¢(6) = m°/945,
¢(12) = 6917'2 /638512875, y asi.
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De aqui obtenemos el calor especifico a volumen constante del gas de fermiones,

OE w2 kT
co=(%5) =™K e 22.10
v <6T>V 2 e (22.10)

que crece linealmente con la temperatura. Este resultado se contrapone abiertamente con el resultado

clasico para un gas ideal, segin el cual el calor especifico es constante (ecuacién 4.9).

Como discutiremos mas adelante, la contribucion de los electrones de conduccion domina el compor-
tamiento térmico a bajas temperaturas de los materiales conductores. La confirmacién experimental
de que el calor especifico de los metales es proporcional a T para temperaturas suficientemente
bajas fue una de las evidencias mas tempranas de que los fenémenos microscépicos asociados a la

materia condensada no admiten una descripcién clasica.
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23. Sistemas de bosones no interactuantes

A pesar de la aparente similitud en la forma del nimero de ocupacién de fermiones y bosones, dado
en la ecuacién 17.6, la diferencia en su dependencia funcional con la energia —ilustrada en la figura
17.2— esta asociada con comportamientos fundamentalmente distintos en los dos tipos de particulas.
Estas diferencias derivan directamente de que el nimero de ocupacién de cada microestado de una
particula en un sistema de bosones pueda ser arbitrariamente alto, mientras que es a lo sumo igual

a uno en el caso de fermiones.

En vista de la forma matematica del nimero de ocupacién en la estadistica de Bose-Einstein,
B 1
“ = oplBles — W] — 1

el potencial quimico no puede ser ajustado en un valor arbitrario, sino que debe estar siempre por

(23.1)

debajo del minimo valor de la energia, es decir, de la energia del estado fundamental del sistema en
cuestion. De lo contrario, N, seria negativo para todos los estados en que €, < . A lo sumo, en el
limite termodinamico (N — o0), p podria alcanzar —desde abajo— a la energia minima, en cuyo caso
la poblacién del estado fundamental divergiria. Del mismo modo, cuando el potencial quimico queda
determinado fijando el namero total de particulas y la temperatura, nunca podra superar la energia
del estado fundamental. Como veremos a continuacién, esta limitacion se manifiesta de diferentes

formas, segun el sistema de que se trate.

Consideremos en primer lugar un sistema de N bosones donde cada particula puede acceder a dos
microestados con energias 0 y € > 0. El namero total de particulas estd dado por la suma de las

contribuciones de los dos microestados, es decir

1 1 z ze €/KT

N=No+Ne= a1 e 1 12 1_zewkr

(23.2)

donde, en el altimo miembro, hemos expresado la igualdad en términos de la fugacidad z =
exp(u/kT). Como ya hemos discutido previamente, esta relaciéon vincula el namero de particu-
las, la temperatura y el potencial quimico. Suponiendo que controlamos el nimero de particulas y la
temperatura, no es dificil confirmar que 23.2 equivale a una ecuacién cuadratica para z en funcién
de Ny T. De sus dos soluciones, la que satisface que z < 1 —de modo que el potencial quimico

esta por debajo de la energia del estado fundamental- es

(N+1) (1+e/T) — \/(1 + e /KT)? 4 N(N + 2) (1 — e~s/kT)?
z= N T 2 . (23.3)

Dada esta solucién para la fugacidad, reemplazandola en cada término de 23.2, podemos obtener
el namero de bosones en cada uno de los dos microestados, Ny y N.. En particular, nos interesa
ver el comportamiento de Ny y N, cuando N se hace grande, acercandose al limite termodinamico
N — o0. Es posible comprobar que, en este limite, la solucién para z dada en 23.3 se comporta
como

~1— — 23.4
z = (23.4)
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independientemente de la temperatura. Por lo tanto, el potencial quimico u = kT Inz ~ —kT /N
se acerca —desde abajo— a la energia del estado fundamental. La forma aproximada de los niameros

de ocupacion de cada estado en el limite termodinamico es

e—s/kT

NO ~ N, I\IE ~ m (235)

i Qué nos muestra este resultado? En nuestro sistema de dos niveles de energia, en el limite termo-
dindmico y cualquiera sea la temperatura, el estado fundamental “acapara” esencialmente a todos
los bosones del sistema. Mas precisamente, la fracciéon del sistema que se encuentra en el estado
fundamental tiende a uno cuando N — oo. El niamero de bosones en el estado excitado, N, depen-
de de la temperatura y —como era de esperarse— crece cuando T aumenta. Sin embargo, ain en el
limite termodinadmico, N, es siempre un namero finito. La figura 23.1 muestra graficos de Ny y N, en
funcién del nimero total de bosones para kT = 10¢, calculados a partir de la expresién exacta para
z, ecuacidon 23.3. Para este valor de la temperatura, el nimero de ocupacion del estado excitado
en el limite termodinamico es N, ~ 9,5. Vemos que, atin para un sistema pequefio (N ~ 100), la

tendencia hacia el limite termodinamico estd muy bien definida.

100 : : . . . . —
c 804 o o
NS -7
O kT = 10& L f
Q_ ~
= 60 - L 0 .
U .
o /,’
0] o
T 404 B 4
0 2
o -
- -
Q P
gzo- e i
= _____5, _________________ NE _____________
0 £ T T v T T T Y T T
0 20 40 60 80 100
N

Figura 23.1: Nameros de ocupacién, Ny y N, para el estado fundamental y el estado excitado en un
sistema de bosones con dos niveles de energia, como funcién del namero total de particulas N. La
temperatura equivale a diez veces la energia de separacion entre los dos niveles. Las lineas punteadas
indican los valores dados en la ecuacién 23.5.

La acumulacién de particulas en el microestado de minima energia es una propiedad caracteristica
de los sistemas de bosones, directamente asociada con la posibilidad de ocupar cada microestado
con mas de una particula. En la préxima leccién veremos que, en el caso de un sistema con una
distribucion de estados de energia mas complicada que la que hemos considerado aqui, esta propiedad
puede dar lugar a un fenémeno asimilable a una transicién de fase —un resultado inesperado para un

sistema de particulas no interactuantes.
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24. Condensacion de Bose-Einstein

En esta leccién vamos a estudiar cémo se manifiesta el fenémeno de acumulacién de bosones en
el microestado de minima energia en un sistema de N particulas libres de masa m encerradas en
un volumen tridimensional V. Como ya hemos visto varias veces, la densidad de estado para este
sistema esta dada por la ecuacion 19.2, de modo que la primera de las ecuaciones 18.2 se escribe

47rmgs Vede
N=—"—22" \/_/ olle— /T (24.1)

Introduciendo la fugacidad z = exp(/kT) y cambiando la variable de integracion a u = €/kT,

esta ecuacioén equivale a

n h2 3/2 o \/ﬂdu
= o — 1(3/2)l 24.2
278, <2ka> /0 Sie 1 — | (3/2)Lis2(2), (24.2)

donde n = N/V es la densidad y Lis/»(z) es el polilogaritmo de orden 3/2, definido en general como

1 [ v idu
Lis(z) = i 24.3
() r(s) /0 z7lev — 1 (24.3)

3.0 : : : : —

2.5 4 _

2.0 —

n(h?/2mkT)*/? )2ng,

Figura 24.1: Representacion grafica de la ecuacion 24.2. El polilogaritmo Liz/»(z) crece desde cero
para z = 0, y termina abruptamente en un valor finito para z = 1. Por lo tanto, hay combinaciones
de densidad y temperatura para las cuales la ecuacién no tiene solucion para la fugacidad z.

Fijadas la densidad y la temperatura, la relacién 24.2 es una ecuacién para la fugacidad z. La figura
24.1 representa graficamente esta ecuacién. Para cada combinacién de ny T, la solucién esta dada
por la abscisa de la interseccién de la linea horizontal determinada por esos valores de densidad y
temperatura con el grafico del polilogaritmo. Para valores de z =~ 0, el polilogaritmo de orden 3/2

se comporta como Liz/»(z) ~ z. En este limite, la ecuacién 24.2 se reduce a

n R \3?
o <2ka) ~1(3/2) 2, (24.4)
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de donde podemos reobtener inmediatamente el potencial quimico que habiamos encontrado, alla
lejos y hace tiempo, en la ecuacién 9.8 (con gs = 1). De hecho, z &~ 0 no es otra cosa que el limite

clasico del sistema que estamos considerando.

Sin embargo, si hacemos crecer la densidad o disminuir la temperatura —de modo que la linea
horizontal que interseca la curva se desplace hacia arriba— nos encontramos con un problema: la
funcion Liz/»(z) llega a un valor finito cuando z = 1y, a partir de alli, “desaparece”. El valor
maximo del polilogaritmo es Liz/»(1) = ¢(3/2) =~ 2,612, donde {(s) es la funcién de Riemann que
ya presentamos en la leccién 22. Para z > 1, Liz/»(z) no esta definido (aunque puede extenderse
analiticamente al dominio complejo, sin sentido fisico en nuestro analisis). En otras palabras, existen
combinaciones de densidad (alta) y temperatura (baja) para las cuales la ecuacién 24.2 no tiene
solucién para la fugacidad. Fisicamente, esta situacién es inaceptable: no hay ningin motivo de
naturaleza fenomenolégica por el cual deba haber un limite para el aumento de la densidad o la
disminucién de la temperatura en un sistema de bosones no interactuantes, tal que mas alla de ese

limite el potencial quimico no esté definido.

Fue Albert Einstein quien, en 1925, sefialé una inconsistencia en este
calculo, e hizo una propuesta para solucionarla. Para presentar su argu-
mento, consideremos concretamente que fijamos la densidad del sistema
y disminuimos progresivamente su temperatura, de modo que nos des-
plazamos hacia arriba en el eje vertical de la figura 24.1. Al disminuir
la temperatura, aumenta el valor de z que satisface la ecuacién 24.2,
acercandose a uno desde abajo. Esto implica que la ocupacion del estado

fundamental, de energia ¢ = 0,

8s 8s 8sZ
07 ew/kT 1 11 1—2 (24.5)

se hace cada vez mas grande. De hecho, tiende a divergir cuando z — 1.

AL EII"&StEI“ Sin embargo, en la integral de la ecuacién 24.1, el estado fundamental

esta pesado por la densidad de estados con un cero, ya que g(0) = 0.
Por un lado, entonces, vemos que la ocupacién del estado fundamental
aumenta fuertemente a medida que nos acercamos al “punto final” del polilogaritmo y, por otro, no

le estamos otorgando ningln peso a los bosones de energia nula en el conteo de particulas de 24.1.

Para resolver esta inconsistencia, Einstein propuso separar la contribucién del estado fundamental
al namero total de particulas, escribiendo N como la suma de Ny, dado como en la ecuacién 24.5,
mas la contribucién de todos los estados de energia positiva, dado por la integral en 24.1 —ya que,
en la integral, ¢ = 0 no contribuye. En otras palabras, segiin esta propuesta, la ecuacién que vincula

al namero de particulas, el volumen, la temperatura y el potencial quimico del sistema deberia ser

&s 47ngsV /oo \/EdE
N = V2 . 24.6
e H/KT —1 T m o exp[(e —p)/kT]—1 (246)

En términos de la fugacidad, e introduciendo nuevamente la variable de integracion u = €/kT,
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podemos reescribir esta relacién como

n h2 3/2 1 h2 3/2 ,
- r(3/2)Li : 24.7
27 gs (2ka> 27V <2ka> T T [(3/2)Lis2(2) (24.7)

De hecho, la propuesta de Einstein soluciona el problema. En la figura 24.2, anéloga a la 24.1, las

curvas delgadas representan la ecuacién 24.7 para diferentes valores del prefactor que multiplica a
z/(1 — z) en el primer término del miembro de la derecha. Ahora, para cada valor de densidad y la
temperatura —es decir, a cualquier altura en el grafico— hay una interseccién con la curva y, por lo

tanto, un valor de z que satisface la ecuacion.

3.0 T T T T T T T T

227 1(3/2)Lia2(1) l

2.0 -

1.5 -

n(h?/2mkT)*? )2ng,

104V creciente 1

- M(3/2)Lis/a(2)

0.0 T T ' T T T T T y T
00 0.2 04 0.6 0.8 10

Figura 24.2: Representacién grafica de la ecuacién 24.7. Las curvas delgadas corresponden a dife-
rentes valores del volumen V para valores dados de la densidad y la temperatura, es decir, diferentes
valores del prefactor en el primer término de la ecuacién. La curva mas gruesa es el limite termodi-
namico, V — oco. La linea punteada horizontal indica el valor ['(3/2)Lis/»(1) = I'(3/2)¢(3/2) de la
ordenada.

Este resultado, sin embargo, todavia adolece de una inconsistencia. Desde el punto de vista termo-
dinamico, el primer miembro de la ecuacién 24.7 esta dado en términos de cantidades intensivas (la
densidad n y la temperatura T), al igual que el altimo término del segundo miembro (z). El primer
término del segundo miembro, en cambio, es proporcional a V=1, cuyas propiedades de extensividad
no estan bien definidas. Para que la ecuacién 24.7 sea consistente en el marco de la Termodinamica,
todavia es necesario tomar el limite de V' — oo —es decir, el limite termodindmico para este caso—

manteniendo las cantidades intensivas fijas.

La representacion grafica del limite termodinamico de 24.7 es la curva gruesa de la figura 24.2.
Esta curva estd formada por dos porciones. Para temperaturas grandes, es decir, por debajo del
punto en que la ordenada alcanza el valor ['(3/2)Li3/»(1) (linea punteada horizontal en la figura),
coincide con el grafico de '(3/2)Li3/»(z). Por encima de ese valor, la curva se prolonga en una
semirecta vertical con abscisa z = 1. La existencia de un punto bien definido donde el sistema

cambia de comportamiento ante la variaciéon continua de un parametro de control —en este caso, la
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temperatura— es indicativa de que estamos en presencia de un fenémeno critico. La temperatura
critica T, a la cual ocurre la transicién estad dada por el punto en que la fugacidad alcanza el valor
z=1, o sea

h? 1 n 2/3
~2m [2mg. T(3/2)¢3/2)]

donde hemos tenido en cuenta que Liz/»(1) = ¢(3/2). Vemos que T, crece con la densidad del gas,

kT,

(24.8)

y decrece al aumentar la masa de las particulas. A continuacién, vamos a describir separadamente

el comportamiento del sistema en lasfasesde T > T,y T < T..

Para temperaturas mayores que la critica, y en el limite termodinamico, la relacién entre la densidad,
la temperatura y el potencial quimico esta correctamente descripta por la ecuacién 24.1. En efecto,
en esas condiciones, la contribucién del estado fundamental en la ecuacién 24.7 (primer término del
segundo miembro) es despreciable, ya que z < 1y V — oo. Para densidad y temperatura dadas,

una vez obtenido el potencial quimico a partir de 24.1, podemos calcular la energia,

4rmg,V /°° e3?de
£ = 2TMEY o 24.9
o ol — m)/kT] 1 (24.9)

y, a partir de aqui, el resto de las cantidades termodinamicas.

Para temperatura menor que la critica tenemos z = 1, es decir, potencial quimico nulo. Ahora, la
integral de la ecuacién 24.1 representa solamente a las particulas que estan en los estados con € > 0,

es decir,

(o]

4 sV d 4 sV
N—No=-—"6%/om vede AmmeV e r(3/2)¢3/2) KT (24.10)
h3 0 es/kT _ 1 h3
donde, recordemos, Ny es el nimero de particulas en el estado fundamental. Teniendo en cuenta la
expresion 24.8 para la temperatura critica, no es dificil confirmar que esta Gltima ecuacién puede

reescribirse como )

No T\?

—=n|l—|=— ) 24.11
v (%) (2411
En esta relacién esta la clave para interpretar correctamente, desde el punto de vista termodinamico,
qué sucede con el gas de bosones cuando la temperatura pasa de valores mayores a menores que
T.. Para T < T, hay una fraccion finita del sistema (infinito) en el estado fundamental. Mas
precisamente, en el limite termodinamico, el estado fundamental da cuenta de una fraccién finita,
igual a No/V, de la densidad total n = N/V. Esta situacién contrasta con el caso de temperaturas
mayores que la critica, donde la ocupacién de cada microestado del sistema, incluido el estado

fundamental, es un namero finito —dado por la distribucién de Bose-Einstein con z < 1.

La concentracién de una parte finita del sistema en el estado fundamental para temperatura menor
que la critica es lo que motiva el nombre de condensacién de Bose-Einstein para este fenémeno
critico. No se trata de una condensacion en el espacio real, como sucede en los cambios de fase de
la materia, sino mas bien en el espacio de las coordenadas de impulso, que son las que determinan la

energia de cada microestado. A la fraccién del sistema que ocupa el estado fundamental para T < T,
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se la llama condensado de Bose-Einstein. Segun 24.11, claramente, el tamafio del condensado
depende de la temperatura. Es nulo para T = T, y crece a medida que la temperatura disminuye,
y mas y mas particulas “caen” al estado fundamental. Para T = 0 el condensado contiene a todo el
sistema. El panel de la izquierda en la figura 24.3 muestra esquematicamente la dependencia con la

temperatura de la densidad asociada al condensado de Bose-Einstein.
No

vV A %A

n-

Nkl - - /L o ______

PN W

. > T >
T T

--.{

Figura 24.3: Representacion esquematica de la densidad asociada al condensado de Bose-Einstein
(izquierda) y el calor especifico a volumen constante (derecha), como funcién de la temperatura,
por encima y por debajo del punto critico T..

Como para T < T, el potencial quimico se anula y el condensado de Bose-Einstein no contribuye a
la energia —ya que todas sus particulas se encuentran en el microestado de € = 0— la energia total
del sistema de bosones vale

4 5\/ 0o 3/2 4 SV
E="""8% /om / ef/deel - ”’:f V2mT(5/2)¢(5/2)T52. (24.12)
i -

De aqui, obtenemos un calor especifico Cy proporcional a T3/2. Calculando Cy para T > T, puede
comprobarse que el calor especifico es continuo en T, pero tiene una cispide en ese punto —es decir
que su derivada es discontinua. El comportamiento singular del calor especifico en la temperatura
critica es caracteristico de una vasta clase de transiciones de fase, y proporciona una herramienta
para detectarlas.” Para temperaturas mas grandes, C,, se acerca progresivamente al valor clasico.

En el panel derecho de la figura 24.3 se muestran estos comportamientos.

El analisis que acabamos de presentar puede reformularse mutatis mutandis utilizando como para-
metro de control a la densidad, en vez de la temperatura. Como ya sugerimos mas arriba, para una
temperatura fija, la condensacién de Bose-Einstein ocurre cuando la densidad aumenta lo suficien-
te. La ecuacion 24.8, que relaciona n'y T en el punto critico, permite escribir inmediatamente la

densidad critica como funcién de la temperatura:

_ gsC(?’/z) (24'13)

nC - '
2o(T)

TNétese que, de acuerdo a lo discutido en la leccién 11, las singularidades en el calor especifico estan asociadas
con un comportamiento anémalo de las fluctuaciones de la energia en el punto critico de la transicién.
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donde Ag(T) es la longitud de onda térmica de de Broglie, introducida en la ecuacién 9.8. En
términos cualitativos, esta relacién implica que el fenémeno critico tiene lugar cuando la distancia

tipica entre las particulas del sistema es del orden de Ag(T).

Desde su prediccion en 1925, la observacién experimental de la condensacién de Bose-Einstein fue
un desafio sin resolver por varias décadas. Para el helio —uno de los gases de bosones (s = 0) mas
manejables en el laboratorio— la relacién entre temperatura critica y densidad de la ecuacion 24.8
vale

T. =16 x 107K m?n*/3, (24.14)

A partir de esta férmula, podemos confirmar que —si bien los valores de ny T a los que se observaria
el fenémeno critico son accesibles experimentalmente— las densidades son suficientemente altas y
las temperaturas suficientemente bajas como para que resulte dificil sostener la hipétesis de que
se trata de particulas no interactuantes. De hecho, durante afios se discutié en qué medida podia
considerarse que la condensacién de Bose-Einstein contribuia a transiciones de fase que son tipicas
de sistemas de particulas interactuantes a muy bajas temperaturas, como la superfluidez del helio

y la superconductividad en ciertos materiales.

Los primeros resultados convincentes sobre la observaciéon experimental directa de la condensacién
de Bose-Einstein en un gas “casi ideal” se presentaron en 1995 (Science 269, 198), setenta afios
después de su prediccion. El experimento se realizé en un sistema formado por varios miles de atomos
de rubidio, atrapados mediante confinamiento magnético, a muy baja densidad y temperaturas del
orden de 1078 K. En su momento, tanto la manipulacién de las particulas confinadas como la
temperatura alcanzada fueron considerados hitos de la Fisica experimental. En afios subsiguientes,
el experimento se repiti6 en varios laboratorios con diferentes sustancias y en diversas condiciones. En
junio de 2020, el Cold Atom Laboratory de la Estacién Espacial Internacional anuncié la obtencién

de un condensado de Bose-Einstein en condiciones de microgravedad (Nature 582, 193).

Figura 24.4: Registro experimental de la formacién de un condensado de Bose-Einstein en condiciones
de microgravedad. Cada pico representa la distribucion de bosones en el espacio de impulsos. La
temperatura decrece de izquierda a derecha (Jet Propulsion Laboratory, NASA).
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25. Tratamiento estadistico del campo electromagnético

La representacion del campo electromagnético como un sistema de particulas capaz de alcanzar el
equilibrio termodinamico proviene de la convergencia de varias observaciones, hipétesis e interpreta-
ciones —ocurridas en diferentes momentos histéricos— que fueron dando forma, a lo largo de varias
décadas, a la introduccion de los fotones como cuasiparticulas intermediarias de la interaccion
electromagnética. En el tratamiento mecanico-estadistico del campo electromagnético intervienen

directamente tres de esas contribuciones.

En primer lugar, tenemos la observacién empirica de que los cuerpos materiales emiten y absorben
radiacion, es decir, interactan con el campo electromagnético y, en condiciones apropiadas, llegan
a un estado de equilibrio en presencia del campo. La demostracién experimental mas tradicional de
estos fenémenos consiste en preparar una cavidad de algiin material sélido con un pequefio orificio que
permita la salida de radiacion desde el interior, de modo de poder observarla. La cavidad se calienta
de manera controlada y la radiacién se analiza mediante un espectroscopio, determinando cual es
el contenido energético del campo electromagnético emitido en cada frecuencia. Los resultados
muestran que el espectro de la radiacién obtenida es virtualmente independiente del material, el
tamafio y la forma de la cavidad, y varia solamente con la temperatura. Para temperaturas bajas,
la radiacién se concentra en frecuencias pequefias —es decir, grandes longitudes de onda—y se va
desplazando hacia frecuencias mayores cuando la temperatura crece, hasta incluso hacerse visible
cuando la temperatura alcanza entre varios cientos y miles de grados kelvin. La existencia de un
espectro bien definido se interpreta como resultado de un balance entre los procesos de emisién y
absorcién de radiacion dentro de la cavidad. En el limite abstracto en que el material de la cavidad
es un absorbente perfecto de radiacién, el campo electromagnético en su interior recibe el nombre

de radiaciéon de cuerpo negro.

La segunda observacion es que la teoria de Maxwell asigna propiedades mecénicas —en particular,
energia e impulso— al campo electromagnético. Estas propiedades no estan “concentradas’, como en
el caso de las particulas materiales, sino distribuidas en el espacio, con una densidad determinada
por el propio campo. Sin embargo, desde el punto de vista de las interacciones mecanicas, tienen el
mismo caracter que las propiedades de las particulas: satisfacen leyes de conservacion, pueden ser
intercambiadas entre el campo y los materiales, y pueden “transformarse” entre diferentes modos
de manifestarse: impulso lineal, momento angular, energia eléctrica, magnética, etc. En los sistemas
materiales formados por particulas, son estas mismas propiedades las que participan en la dinamica

temporal que lleva al equilibrio termodinamico.

Finalmente, la formulacién estadistica del campo electromagnético requiere considerarlo como un
sistema de naturaleza cuantica. Sobre la base de las propiedades discutidas mas arriba, de hecho, es
posible representar al campo electromagnético como un sistema mecanico clasico capaz de alcanzar
el equilibrio termodinamico. Sin embargo, los intentos por formalizar esta representacién —encarados
en la segunda mitad del siglo XIX- llevan a resultados incompatibles con las observaciones experi-

mentales. Peor ain, predicen un comportamiento fisicamente absurdo: el espectro de la radiacién de
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cuerpo negro deberia divergir para frecuencias grandes, resultado que dio en llamarse la “catastrofe
ultravioleta”. En 1900, M. Planck propuso que la energia del campo electromagnético no adopta
valores continuos, sino que esta cuantificada. Esta propuesta, que constituyé el evento fundacional

de la Mecanica Cuantica, resuelve la inconsistencia del calculo clasico.

Mas especificamente, segln la propuesta de Planck, en un campo electromagnético que ocupa un
volumen finito vacio, cada modo de propagacién de frecuencia bien definida w —por ejemplo, una
onda plana confinada al volumen, con longitud de onda A = 27c/w— puede tener una energia
igual a un maltiplo entero no negativo de la cantidad hw/2m = hw, llamada cuanto de energia.’
Claramente, esta suposicién no es compatible con la teoria de Maxwell, en la que la energia de una

onda electromagnética barre valores continuos.

Partiendo de la propuesta de Planck, consideremos un campo electromagnético en el vacio formado
por la superposicion de M modos de propagacién, con frecuencias wy, . . ., wy. Los valores permitidos

para la energia total del campo son, de acuerdo a la hipétesis de cuantificacién,

M
e(m,....nm) = nihuw, (25.1)
i=1

donde n; es un nimero entero mayor o igual que cero. Como adelantamos, la asignacién de una
propiedad mecanica como la energia al campo electromagnético inspira inmediatamente la posibilidad
de tratarlo como un sistema capaz de alcanzar el equilibrio termodinamico. La aditividad de la
energia respecto de los modos de propagacion, evidente en la ecuacién 25.1, implica que cada modo
puede tratarse como un subsistema independiente del resto. Notemos que esta propiedad deriva

directamente de la linealidad de las ecuaciones de Maxwell.

Consideremos entonces, individualmente, el modo i-ésimo, de frecuencia w;. Los diferentes valores
que toma su energia, €, = 0, Aw;, 2hAw;, ..., pueden asociarse con sus “estados’. Adoptando la
formulacién canénica para describirlo estadisticamente —es decir, suponiendo que puede intercambiar

energia con un bafio térmico de temperatura dada— calculamos su funcién de particién:

= 1
. _ —Bnjhw; __
Zi(B) = Z_Oe =T (25.2)
De aqui, obtenemos la energia media del modo i-ésimo como funcién de la temperatura:
0 hwi
E; =——In/Z; = —. 25.3
(B) = 35 ZB) = - (25,3

Esta energia media coincide la de un sistema de bosones con potencial quimico nulo (z = 1) que
acceden a un Gnico microestado de una particula con energia igual al cuanto Aw;. En efecto, esta
dada por la energia del microestado fiw; multiplicada por el niamero de ocupacién de la estadistica de
Bose-Einstein para u = 0, N; = (ef™i — 1)1, En base a esta equivalencia, podemos interpretar al

modo de propagacién i-ésimo como un microestado de energia fiw; accesible a bosones de potencial

TAqui, w es la frecuencia medida en radianes por segundo. En términos de la frecuencia medida en hertz (ciclos
por segundo), v = w/2m, el cuanto de energia es hv.
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quimico nulo. Estas particulas “imaginarias’ son los fotones.! El estado en que la energia es n;hw;

se interpreta como la situacién en que n; fotones ocupan ese modo de propagacion.

En general, un campo electromagnético resulta de la superposicion de infinitos modos de propa-
gacién, cada uno con su energia —es decir, con sus fotones. Es asi que, desde el punto de vista
termodinamico, el campo puede pensarse como un “gas de fotones”. Las propiedades termodinami-
cas de este sistema provendran de la superposicion de las de los modos individuales, cada uno de los
cuales esta caracterizado por su vector de onda k; —que determina la frecuencia w; = c|k;| y, por lo
tanto, el correspondiente cuanto de energia— y su polarizacién, con dos orientaciones posibles para

cada vector de onda.

El conjunto de vectores de onda sobre los cuales es necesario sumar para superponer los modos
de oscilacion depende de la geometria del volumen que contiene al campo y de las condiciones de
contorno en sus paredes. En nuestro calculo, vamos a utilizar la convencién de Rayleigh, que
supone que el campo electromagnético esta encerrado en una caja cibica de lado L (aunque puede
generalizarse inmediatamente a un paralelepipedo de dimensiones cualesquiera) con condiciones
periddicas de contorno. Bajo esta suposicion, la componente del vector de onda a lo largo de cada
lado de la caja toma valores que son multiplos enteros de kni, = 27/L. Esto equivale a decir que, a
lo largo de cada lado, cabe un nimero entero de longitudes de onda. Los posibles vectores de onda

tienen entonces la forma )
T

K= = (ms, my, me), (25.4)
con my, my, m, =0,£1,£2,.... La frecuencia correspondiente es
- 2
w=clk = %C\/m§+m;+mg. (25.5)

El calculo de las propiedades termodinamicas del campo electromagnético implicara sumar sobre

todos los valores posibles de k, y las dos polarizaciones. Por ejemplo, para el namero total de

N=gY Y Y s (25.6)

mx my

fotones, tendremos

donde gp = 2 tiene en cuenta las dos orientaciones de la polarizacién, y con w dado por 25.5.
Haciendo una aproximacién al continuo, podemos expresar N como una integral en coordenadas
esféricas sobre k, dividida por el volumen asociado a cada término de la sumatoria en el espacio de
vectores de onda, (2r/L)3. Aprovechando que el integrando depende solamente del médulo de k,
primero efectuamos las integrales angulares, luego cambiamos de variables de |E| a w, y obtenemos
V [* W 2¢(3
o &Y [Tt g, 260) s (25.7)
2723 efhw — 1 m2h3c3

donde V = L3 es el volumen de la caja. El paso al continuo y el cambio de variables de integracién
de k a w que permitieron obtener la integral en 25.7 es completamente analogo al que ya hemos

hecho en varios puntos del curso.

TEn el marco de las teorfas cuanticas de campos, los fotones adquieren (un poco mas de) realidad, como particulas
intermediarias de la interaccion electromagnética. Son bosones de espin s = 1, con solo dos proyecciones permitidas,
de las tres posibles. Se mueven a la velocidad de la luz, por lo que su masa en reposo es nula.
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El resultado de la ecuacion 25.7 hace evidente una diferencia esencial entre el gas de fotones y los
gases de particulas “reales” que hemos considerado en otras ocasiones: el namero total de fotones esta
determinado por la temperatura. Para un dado volumen V/, no es posible fijar independientemente
el nimero de particulas y la temperatura. Cuando la temperatura crece, se “crean” fotones (de la
nada), y se “destruyen” cuando T decrece, de modo de mantener la proporcionalidad entre Ny T3.
Esta naturaleza “irreal” de los fotones hace que se los clasifique como cuasiparticulas. Por supuesto,
el hecho de que la densidad de fotones esté univocamente determinada por la temperatura es una

consecuencia directa de que el potencial quimico esta fijo en cero.

La energia total del gas de fotones se obtiene de una integral similar a la de 25.7, con un factor

adicional Aw en el integrando:

vV [ hw? 4o
E = dw = —VT". 25.8

m2c3 /0 exp(hw/kT) — 1 c (258)
Aqui, o = m2k*/60hc? es la constante de Stefan-Boltzmann. Este resultado esta directamente
relacionado con la ley de Stefan-Boltzmann,' que establece la proporcionalidad entre la potencia

por unidad de superficie emitida por un cuerpo negro y la potencia cuarta de su temperatura.

Dado que los fotones transportan la energia del campo electromagnético, todos se mueven a la
velocidad de la luz. El médulo del impulso de un fotén en un modo de frecuencia w; esta dado
entonces por el cociente entre su energia y ¢: p; = hw;/c = h|E,-|. Utilizando estas relaciones, a
partir de la energia total 25.8 podemos calcular el flujo de impulso a través de una superficie unitaria,

es decir, la presion:
= £ — 4_07'4
3V.. 3¢
Esta expresion representa la ecuacion de estado del gas de fotones.

(25.9)

La funcién de la frecuencia que integramos en 25.8 para obtener la
energia total tiene interés por si misma, ya que da la distribucién de
energia a lo largo del espectro electromagnético para la radiacién en
equilibrio termodinamico. Esta distribucién puede observarse en forma
directa en el laboratorio, mediante un espectroscopio. La densidad de

energia por unidad de volumen en funcién de la frecuencia esta dada por

h w3
o) = s e (25.10)

Esta es la formula de Planck para la radiacién de cuerpo negro. En

base a argumentos puramente cuanticos, fue obtenida por primera vez

S. N. Bose

por Satyendra Nath Bose en 1924. Su limite de bajas frecuencias y/o

altas temperaturas,

(25.11)

T Josef Stefan (1835-1893) fue supervisor de la tesis doctoral de Boltzmann.
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es la formula de Rayleigh-Jeans, resultado clasico que conduce a la ya mencionada catastrofe
ultravioleta —es decir, la divergencia de la densidad de energia para frecuencias crecientes. El limite

opuesto, de grandes frecuencias y/o bajas temperaturas, es la férmula de Wien:

hw® _,
o —hw/kT
p(w) = 03¢ . (25.12)

La formula de Planck esta entre las leyes fisicas verificadas experimentalmente con mayor precision.
La figura 25.1 ilustra el perfil de p(w) como funcién de la frecuencia para tres valores de la tempe-
ratura. Vemos que la densidad de energia tiene un maximo en una frecuencia que se mueve hacia
valores mas altos cuando la temperatura aumenta. En el rango visible, para T creciente, la radiacién
de cuerpo negro se desplaza desde el rojo hacia el azul. No es dificil comprobar que la posicién del
maximo es proporcional a T, relaciéon que recibe el nombre de ley de desplazamiento de Wien.
A medida que T aumenta, ademas, p(w) aumenta en altura, dando cuenta del rapido crecimiento

de la energia total con la temperatura, ecuacién 25.8.

p(w) [ T creciente

frecuencia

Figura 25.1: Densidad de energia como funcién de la frecuencia en el espectro electromagnético de
cuerpo negro, para tres valores de la temperatura.

Notemos que todos nuestros resultados fueron obtenidos a partir de una eleccién particular de los
modos de propagacién accesibles al campo electromagnético, es decir, de la forma de la cavidad que
contiene al campo y de las condiciones de contorno —la convencion de Rayleigh, mencionada mas
arriba. Los experimentos muestran que, en sistemas macroscopicos, las propiedades termodinamicas

de la radiacién de cuerpo negro son independientes de esa eleccion.

A diferencia de lo que ocurre con las particulas reales, como consecuencia de la linealidad de las
ecuaciones de Maxwell, los fotones son particulas estrictamente no interactuantes. Para el campo
electromagnético, por lo tanto, alcanzar el equilibrio termodinamico requiere necesariamente la inter-
accion con el “ambiente”. En condiciones experimentales, el “ambiente” esta provisto por el material
de la cavidad, que no solo fija la temperatura del gas de fotones sino que ademas provee el reservorio

de particulas donde los fotones son creados y aniquilados.
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26. Fonones

En una vasta clase de medios materiales sélidos, los atomos que forman el material se encuentran
dispuestos espacialmente en un estructura ordenada, periédica, que recibe el nombre de red crista-
lina. La formacién de esta estructura es consecuencia directa de las fuertes interacciones mutuas de
los atomos, que mantienen la cohesion del material. La geometria de la red cristalina —dada por las
distancias interatémicas, sus propiedades de simetria, y el modo en que se intercalan los diferentes
tipos de atomos— estd determinada por esas mismas interacciones y, para un determinado material,

puede variar al cambiar la temperatura o la presién.

Naturalmente, los 4&tomos no se encuentran completamente inméviles en las posiciones determinadas
por la red cristalina. Cada una de esas posiciones, de hecho, es un minimo del potencial determinado
por las interacciones, alrededor del cual el atomo puede moverse, apartandose tanto mas cuanto
mayor sea su energia. De hecho, si la energia es suficientemente grande, los 4tomos son capaces de

alejarse hasta que la cohesion de la estructura se rompe, y el material deja de ser sélido.

Na

Figura 26.1: Izquierda: En el cloruro de sodio (NaCl) los 4tomos de cada elemento estan ordenados
alternadamente en una red cibica. Derecha: En un arreglo periédico de osciladores arménicos, los
modos normales corresponden a patrones de oscilacién de perfil ondulatorio.

Cuando los apartamientos de la posicion de equilibrio son pequefios, cada 4tomo se comporta —en
primera aproximacion— como un oscilador arménico, sujeto a interacciones también arménicas con
el resto de los atomos (tipicamente, con sus vecinos mas préximos). En esas condiciones, desde el
punto de vista de su descripcién mecanica, los dtomos forman un conjunto de osciladores lineales
acoplados. Del capitulo de “Pequefias Oscilaciones” del curso de Mecanica Clasica, sabemos que un
sistema de osciladores lineales acoplados puede transformarse, mediante una eleccién adecuada de
nuevas coordenadas —dadas por combinaciones lineales de las coordenadas originales— en un sistema
de osciladores lineales desacoplados: los modos normales de oscilacion. Cada modo normal es,
desde el punto de vista de su dindmica, un oscilador independiente del resto, con una frecuencia
propia dada por los parametros del sistema, y una amplitud y fase de oscilacién fijadas por las
condiciones iniciales. Cuando los osciladores del sistema original estan ordenados espacialmente, los
modos normales de oscilacién estan caracterizados por patrones de apartamiento de las posiciones

de equilibrio con forma de onda a lo largo del sistema, como se ilustra en la figura 26.1.
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Consideremos ahora uno de los modos normales de oscilacién del conjunto de atomos que forma una
red cristalina, de frecuencia w. Como su dinamica clasica coincide con la de un oscilador arménico
sabemos que, desde el punto de vista de la Mecanica Cuéntica, accede a estados con energias
hw(n + %) con n=20,1,2,.... Dado que los modos normales son mutuamente independientes,
para un estado dinamico cualquiera del conjunto de atomos las energias posibles toman la forma

M M
1
€(n1, Cey nM) = E ﬁw,- <n,- + 5) =€+ E n,-ﬁw,-, (261)
i=1 i=1

donde M es el namero total de modos, que coincide con el namero de grados de libertad del sistema
(para N atomos puntuales en tres dimensiones, M = 3N).

La analogia con la energia del campo electromagnético, ecuacion 25.1, es evidente. Salvo por la
energia de punto cero, €p, la energia total del sistema de osciladores estd dada por contribuciones
de cada modo normal —asi como en el campo electromagnético eran contribuciones del cada modo
de propagacion— miltiplos enteros del cuanto de energia Aw;. Repitiendo el calculo que hicimos en
la leccién anterior para cada modo de propagacién, encontramos que la energia media asociada al
modo normal j-ésimo tiene la forma

1 Fw;
Ei(B) = = hwj + ——r

5 o1 (26.2)

(comparar con 25.3), de modo que podemos asociar cada modo normal con un sistema de bosones
de potencial quimico nulo que acceden a un microestado de una particula con energia fiw;. Cuando
la energia del modo normal es fiw;(n; + %), el nimero de bosones en el sistema es n; y, en el
estado fundamental (n; = 0), la energia es Aw;/2. Estas cuasiparticulas —que, desde el punto de la
Mecanica Estadistica, son de naturaleza muy similar a los fotones— se llaman fonones. Como vemos,
constituyen una representacién en términos de particulas de los estados cuanticos de un sistema de
osciladores.

Desde el punto de vista de la formulacién estadistica, la diferencia crucial entre fotones y fonones
reside en la forma en que estan distribuidos sus “microestados”, es decir los modos de propagacién
para los fotones y los modos normales para los fonones. La naturaleza homogénea e isotrépica
del medio que ocupa el campo electromagnético —el vacio— implica que los modos de propagacion
accesibles quedan completamente determinados por la geometria del sistema bajo estudio, incluidas
las condiciones de contorno. En el caso de las oscilaciones de una red cristalina, hay una dependencia
adicional, y muy fuerte, de la estructura de la red: sus propiedades geométricas a nivel microscépico,
la posicidn relativa de los diferentes tipos de 4tomos, las posibles anisotropias del sistema. De hecho,
un capitulo fundamental de la Teoria del Estado Sélido consiste en estimar, tanto experimental como
tedricamente, cuales son los modos normales de oscilacién permitidos en un dado material. Aqui nos
limitaremos a analizar un par de modelos que, a pesar de su sencillez, capturan algunas propiedades

basicas de sistemas reales.

En nuestro tratamiento estadistico, a fin de caracterizar los modos de oscilacién accesibles a una red

cristalina, nos basta con especificar una funcién g(w) —analoga a la densidad de estados, funcién de
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la energia, que introdujimos en la leccién 9- tal que el producto g(w)dw sea el nimero de modos
normales en el intervalo dw alrededor de la frecuencia w. Dada esta funcién, de manera analoga

a las ecuaciones 25.7 y 25.8, podremos calcular el nimero total de fonones y la correspondiente

[e.e] [ee] h
N:/O eﬁif—“_)ldw, E= E0+/0 e;f—(_widw, (26.3)

energia como

1 oo . ., .. L. ..
donde Eq = 3 fo hw g(w)dw es la contribucién de punto cero. En principio, la Gnica condicién que
debe satisfacer g(w) es estar normalizada al namero total de modos normales del sistema, M, que
—tal como mencionamos maés arriba— coincide con el nimero de grados de libertad del sistema vy, por

lo tanto, es finito: -
M = / g(w) dw. (26.4)
0

El modelo mas sencillo —casi brutal, podria decirse— para la densidad de modos g(w) fue propuesto
por Einstein, y consiste en suponer que todos los modos normales tienen la misma frecuencia wg,

es decir,
g(w) =Mé(w — wg). (26.5)

El calculo de Ny E a partir de 26.3 es inmediato. De estos resultados, nos interesa sefialar que, a

partir de la energia, podemos calcular en calor especifico, que se comporta como

2
Cy =Mk, Cy= Mk (%> e~ fwe/kT (26.6)
kT
para temperaturas grandes y pequefias, respectivamente. El primero, es el resultado clasico para M
osciladores armoénicos. Para T — 0, en cambio, el calor especifico tiende a cero, un resultado tipica-
mente cuantico que ya sefialamos para los sistemas de fermiones (ecuacién 22.10). Cualitativamente,
el hecho de que el calor especifico de una red cristalina tienda a cero a temperaturas bajas esta de
acuerdo con los experimentos, aunque no se observa una convergencia tan rapida como predice la

segunda de las ecuaciones 26.6.

En 1912, Petrus Debye propuso un modelo mas refinado, sobre la base
de una analogia con el campo electromagnético. Debye supuso que los
modos normales corresponden a patrones ondulatorios de apartamiento
de los osciladores de sus posiciones de equilibrio, sujetos a las mismas
condiciones de contorno que propone la convencién de Rayleigh para las
ondas electromagnéticas (ver leccién 25). Sin embargo, a diferencia de
las ondas electromagnéticas, en el caso de los modos normales hay una
frecuencia maxima permitida, que corresponde al modo normal en que
los osciladores contiguos en la red cristalina se mueven a contrafase.

Concretamente, en el modelo de Debye, la densidad de modos vale

vV
glw) = %(f para 0 < w < wp, (26.7)
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(comparar con 25.7) y g(w) = 0 para w > wp. No inesperadamente, la frecuencia maxima wp se

llama frecuencia de Debye, y queda determinada por la condicién 26.4:

vV wp 6 Mm2u3 1/3
M:2i2u3/0 w?dw, esdecir, wp= (#) : (26.8)

En estas expresiones, gp = 3 indica la degeneracién por polarizacién de los modos normales de oscila-
cién: mientras que las perturbaciones electromagnéticas son exclusivamente transversales (gp = 2),
las oscilaciones de una red cristalina puede ser también longitudinales. Mientras tanto, u es la velo-
cidad —cociente de la longitud de onda sobre el periodo de oscilaciéon— tipica de los modos normales

de baja frecuencia. Usualmente, coincide con la velocidad del sonido en el material.

Utilizando la densidad de modos propuesta por el modelo de Debye, la energia del sistema de fonones

puede escribirse como

3Vh [P w3dw
E=E =Eo+ MkTD(Tp/T), 26.9
ot 2m2us / exp(hw/kT) — 1 ot (To/T) (26.9)
donde 3
uvidu
D(x) = — : 26.10
=5 | o (26.10)

es la funcion de Debye, y la temperatura de Debye T esta definida por kTp = fwp. El calor

especifico vale
Cy = MK[D(Tp/T) — (To/T)D'(To/T)] (26.11)

donde D'(x) es la derivada de D(x). Con un poco de algebra, no es dificil demostrar que, para
T > Tp, el calor especifico tiende al limite clasico Cy = Mk. Mientras tanto, para T < Tp,

obtenemos Cy o T3.

La proporcionalidad del calor especifico con el cubo de la temperatura esta en buen acuerdo con
resultados experimentales para materiales aislantes de la electricidad. En el caso de materiales con-
ductores, en cambio, el calor especifico tiene una contribucién proveniente de los grados de libertad
asociados al “gas de fermiones” formado por los electrones de conduccién. Como vimos en la leccién
22 (ecuacion 22.10) la contribucién al calor especifico de los electrones es proporcional a T, y por
lo tanto domina a temperaturas suficientemente bajas. El diferente comportamiento del calor espe-
cifico a bajas temperaturas de los materiales conductores y aislantes, observado experimentalmente
desde fines del siglo XIX, no pudo explicarse satisfactoriamente hasta el desarrollo de las estadisticas

cuanticas.
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27. Sistemas de particulas interactuantes

A esta altura, a nadie se le habra pasado por alto que todos los sistemas que consideramos hasta ahora
en el curso estan formados por particulas no interactuantes. El estudio de esta clase de sistemas nos
permitié ilustrar adecuadamente las metodologias propias de la Mecénica Estadistica, en cuanto a la
conexién que establece entre las formulaciones mecanica y termodinamica, y presentar una variada
fenomenologia asociada con la naturaleza cuantica de la materia. Sin embargo, queda pendiente
analizar el posible efecto de las interacciones mecanicas entre particulas sobre el comportamiento

macroscépico de los sistemas que forman.

Como sabemos, las interacciones juegan un papel esencial, por ejemplo, en los cambios de estado
y otras transiciones de fase. Formalmente, el tratamiento de los sistemas de particulas interac-
tuantes es idéntico al que utilizamos hasta ahora. El problema reside en la dificultad operacional
—concretamente, en los calculos involucrados— que requiere la aplicacion de métodos y aproximacio-
nes especificos para cada clase de sistemas. Es asi que en este curso nos limitaremos a ilustrar un
par de casos, como para transmitir una idea de la problematica general y, en esos casos, discutir

brevemente los fenémenos fisicos asociados.

En primer lugar, como generalizacion natural de un gas ideal, vamos a considerar un sistema formado

por N particulas idénticas de masa m, encerradas en un volumen V/, cuya energia total estd dada

pil® -
G:Z§+Zu(|r;—rj|). (27.1)

i<j

por

El segundo término en el miembro de la derecha describe la interaccion entre las particulas, a

través de un potencial central u(|r'|) = u(r). El simbolo ) ,_. indica una doble sumatoria para

i<j
i=1...,N=1yj=1i+1,...,N. Por lo tanto, la suma barre una sola vez cada par de particulas.
La funcidn de particién candnica para este sistema tiene la forma dada en la ecuacién 9.1. Realizando

las integrales en las variables de impulso, nos queda

ZB) [ .~ L
Z(,B): \O/(N)/drl..-dr,vexp —ﬁgju(‘r;—rj’) (27 2)
— Z\O/(f)/da---dmﬂ(1+ﬁj),

i<j
donde Zy(B) es la funcién de particion del gas ideal, ecuacion 9.5, y hemos introducido la notacién

fo = e Pulliih _ 1. (27.3)

Como para dar una idea apenas superficial de la complejidad matematica del calculo involucrado,
desarrollemos explicitamente el producto en el integrando de 27.2 para el caso de un sistema de
solo cuatro particulas: ]_[?:1 ]_[?:,H(l +f;) = 1+ fio + fiz + fia + fo3 + fg + o4 + fiofi3 +
fiofia + fisfia + fiofoz + fizfas + frafas + fiafos + fi3fos + frafos + fazfos + fiofza + fisfzs + frafas +
f23f3a + foafas + fiofisfra + fiofisfos + fiofrafas + fisfiafos + fiafisfos + fiafiafos + fisfratas + fiafosfos +

89



o . .
Mecanica Estadistica €/ nsiuto Balseiro

fisfoztay + fiafozfas + fiofizfaa + fiafiafsa + fisfiafsa + fiofoszfas + fisfasfas + flafasfas + fiafaafss +
fisfoafas + fiatosafas + fozfaafag + fiofisfiafos + fiofizfiafos + fiofisfostay + fiofiafasfos + fi3fiafozfas +
fiofisfiafaat fiofizfasfa+fiofiafosfas+ fisfiafs ra+fiofisfoafas+fiofrafas faat fiafiafoafza+fiofosfosfaa+
fisfazfoafzstfiafozfoafsa+fiofizfiafosfost+fiofisfiafrs e+ fiafisfiafoafaat+fiofizfasfos faa+ fiafiafoz foa s+
fisfiafazfoatfzs + fiofisfiafazfostzs. El problema de tratar expresiones de este tipo de modo “6ptimo”
(en algin sentido) todavia se considera abierto. Una forma de organizar “visualmente” los términos
de estas expresiones es considerar grupos (clusters) de particulas de diferentes tamafios, y enumerar
los vinculos que cada término establece entre las particulas de cada grupo, teniendo presente que, de

acuerdo a la ecuacién 27.3, cada factor f;; representa la contribucion de la interaccién del respectivo

{ !
i U

par de particulas iy j.

N
N

5 IN

Figura 27.1: Grafos para clusters de dos (izquierda), tres (centro) y cuatro (derecha) particulas.

Los términos en los que tenemos un solo factor f;; se representan simplemente como un cluster
formado por las particulas i y j. En el caso de N = 4 particulas, hay N(N —1)/2 = 6 clusters de dos
particulas, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} y {3,4}, y de hecho tenemos un término por cada
uno de esos pares. Cada uno de ellos equivale a un grafo como el del panel izquierdo de la figura
27.1.

Cuando consideramos los N(N — 1)(N — 2)/6 clusters de tres particulas, la situacién se complica
un poco. En efecto, hay dos tipos de términos que involucran a las tres particulas. Por ejemplo,
para el trio {1,2, 3}, tenemos los términos fixf13, fiafas y fisfrs, cada uno de los cuales vincula a
dos pares de particulas en el trio, pero ademas esta el término fi>fi3f3, donde estan involucradas
las interacciones entre los tres pares. Estos dos tipos de términos estan representados por los grafos

del panel central de la figura 27.1.

No es dificil imaginar que esta situaciéon se complica drasticamente al aumentar el tamafio de
los clusters. El panel derecho de la figura 27.1 muestra, en forma de grafos, los siete tipos de
términos posibles en el caso de cuatro particulas. Estas siete variaciones deben aplicarse a los
N(N —1)(N —2)(N —3)/24 diferentes clusters de cuatro particulas (solo uno, en el caso de N = 4),
y ademas, en cada cluster, es necesario permutar de todos los modos posibles a las cuatro particulas
sobre los cuatro vértices del grafo, descartando luego las configuraciones que pudieran resultar
equivalentes: una auténtica “pesadilla combinatoria”. En la expresion que dimos mas arriba para el

producto en el caso N = 4, todos los términos que involucran a las cuatro particulas provienen de
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tales combinaciones para el Gnico cluster de ese tamafio que contiene el sistema.

Las técnicas necesarias para un tratamiento razonablemente sistematico y consistente del proble-
ma que acabamos de esbozar trascienden ampliamente los limites de este curso. Sin embargo, en
condiciones apropiadas, es posible analizar el efecto de las interacciones de manera aproximada. Es-
pecificamente, supongamos que para todos los valores relevantes de la distancia entre dos particulas

cualesquiera del sistema, |r; —1j|, vale
u(|r; — 1)) < kT. (27.4)

Este limite equivale a suponer que la interaccién es generalmente débil comparada con la energia
cinética por particula, de orden kT. Bajo esta suposicién, vale que |f;;| < 1 para todo iy j, y es
posible despreciar los términos con dos o mas factores f;; frente a los que contienen uno solo. En

otras palabras, proponemos aproximar

[Ta+f)y=14+> (27.5)

i<j i<j

Al introducir esta aproximacién en el integrando de 27.2, e integrar sobre las N variables de posicion,
del primer término obtenemos una contribucién aditiva igual a VN. Debido a que todos los pares
de particulas son equivalentes, las N(N — 1)/2 contribuciones provenientes de la sumatoria son
mutuamente idénticas. Cada una consta de un factor VN=2, originado en las N — 2 integrales sobre

las variables que no aparecen en el integrando, y quedan dos integrales pendientes:

2(p) ~ Z2l6) {V’V + —N(Nz_ Dyn-2 / d?,-d?jf,-j]

VN
(27.6)

N(N _ 1) - o —Bu(|r;—T7;
La doble integral, por su parte, puede simplificarse aprovechando que la funcién a integrar depende
solamente de la distancia |f; — r;|. Introduciendo como nuevas variables de integracién' la posicion
relativa ¥ = 1; — 1; y la posicién del centro de masa R = (f; +1;)/2 y teniendo en cuenta que

—

dr;dr; = drdR, podemos escribir

/d?,-dFj (e_ﬁ”(l?"_m) — 1) = /d?dﬁ [e_ﬁ“(') — 1} =47V /00 r? [e_ﬁ“(') — 1} dr. (27.7)
0

Aqui hemos aproximado la integral en R por el volumen total V, despreciando efectos de borde.

En cuanto a la integral en ¥, resolvimos la parte angular y extendimos el dominio de integracién

en el médulo hasta infinito, suponiendo que el potencial central u(r) adopta valores significativos

solamente para r pequefio. De hecho, la convergencia de la integral en r establece un limite para la

validez de nuestra aproximacién: para que la integral converja, es necesario que el potencial decrezca

mas rapido que r—3 para r — 0.

TEste cambio de variables es el mismo que se usa en Mecanica Clasica para transformar el problema de dos cuerpos
con fuerzas centrales en el equivalente de un cuerpo y un centro de fuerzas.
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La cantidad -
B,(B) = 271'/ r’[1—e ) dr (27.8)
0

se llama segundo coeficiente del virial. En términos de B,(), la funcién de particién aproximada
se escribe, para N > 1,
N2

2(6) ~ 2o(8) |1 - - 8x(9)|. (279

Obtenida la funcién de particion, estamos en condiciones de calcular las cantidades termodinamicas

dentro del marco de nuestra aproximacion.

Teniendo en cuenta que hemos supuesto que el efecto de las interacciones es muy pequefio comparado
con la componente cinética en la dindmica del sistema, esperamos que la correspondiente correccion
a las cantidades termodinamicas sea también pequefia. Para la energia libre de Helmholtz, por
ejemplo, escribimos

N2

F(N.V.T) = —kTInZ(T) ~ —kT In Zo(T) + kT - Bo(T), (27.10)

donde usamos la aproximacion In(1+6) ~ § para § < 1, y consideramos a la funcién de particién y
a B, como funciones de la temperatura. Derivando —F respecto del volumen obtenemos la presion,

y de alli la ecuacién de estado del sistema:

N
PV ~ NkT {1 + BQ(T)V:| : (27.11)
A partir de la ecuacién 27.8, vemos que si la interaccién es repulsiva (v > 0), el coeficiente By(T)
resulta ser positivo, con lo que la presién aumenta respecto de la de un gas ideal. Viceversa, P
disminuye si la interaccién es atractiva (u < 0). Mas en general, u(r) podria cambiar de signo
dependiendo de r, en cuyo caso el integrando en 27.8 también cambiaria de signo, y el signo de B,

resultaria del (des)balance entre las regiones donde u(r) es negativo o positivo.

Notemos también que la correccién a la ecuacién de estado del gas ideal es proporcional a la densidad
n = N/V. Esto sugiere que 27.11 puede interpretarse como el orden mas bajo de un desarrollo mas

general, en potencias de la densidad:
P =KT [n+ By(T)n* + Bs(T)n* + -] . (27.12)

Este es el desarrollo del virial para la ecuacién de estado. Los coeficientes del virial B;(T)
dependen de la temperatura pero, por lo demas, estan completamente determinados por el potencial
de interaccién entre las particulas (como para B, en 27.8). La expansion en clusters que describimos
mas arriba permite calcularlos sistematicamente. Para un dado potencial de interaccién, el desarrollo
del virial cuantifica las sucesivas correcciones a la ecuacién de estado, que crecen en importancia
al aumentar la densidad. De hecho, para mayores densidades la distancia media entre las particulas

disminuye y el efecto de la interaccién se acrecienta.
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28. Ecuacién de estado de van der Waals

Como aplicacién de la metodologia presentada en la leccién anterior, consideremos un gas de parti-
culas sujetas a una interacciéon de a pares caracterizada por un potencial central repulsivo a cortas
distancias y atractivo a grandes distancias. Esta dependencia con la distancia entre particulas es
caracteristica de la interaccién entre moléculas: para grandes distancias, las moléculas se atraen
débilmente debido a la interaccién entre sus momentos dipolares.” Para distancias suficientemente
pequefias, en cambio, hay una repulsién entre las capas externas de las “nubes electrénicas’, es decir,

del conjunto de electrones que rodean a los atomos de cada molécula (ver figura 28.1).

SY

I‘o/

Figura 28.1: Izquierda: La interacciéon molecular estd dominada por atraccion dipolar a grandes
distancias y repulsion electrénica a distancias cortas. Derecha: Potencial central atractivo con hard
core.

Utilizando un modelo altamente simplificado, aqui supondremos que la repulsién a distancias cortas
esta descripta por una pared de potencial de altura infinita a cierta distancia ry (hard core, panel
derecho de la figura 28.1), de modo que las particulas se comportan como esferas rigidas. Para
distancias mas grandes, tomamos un potencial negativo cuyo médulo decrece con la distancia, por
ejemplo, como una potencia. Es decir,

| > para r < ry
u(r) = { —ar™ parar > r, (28.1)

con a y 7y positivos. En la forma mas sencilla de interaccién molecular, tipo Lennard-Jones, y = 6. Si
la interaccién atractiva a grandes distancias es suficientemente débil, podemos aproximar e #4(") ~
1 — Bu(r). Calculando la integral en 27.8, encontramos

V a
BoAT) =5 — 17 (28.2)

donde vy = 47r3/3 es el volumen excluido por la pared infinita de potencial y a es una constante
positiva, independiente de la temperatura, que proviene de la integral del tramo atractivo del po-
tencial. Reemplazando este resultado en la ecuacién 27.11, obtenemos la forma aproximada para la
presién:
N vo V2 N2
P~ —kT + ——kT —a—. 28.3
4 2 V2 V2 (28.3)

TEsta interaccion, sin embargo, no es en general una fuerza central.
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Este resultado, que corresponde a la primera correccién en el desarrollo del virial para el potencial
de interaccién propuesto, presenta sin embargo una inconsistencia en la interpretacion fisica del
comportamiento del sistema —inconsistencia que puede atribuirse al hecho de que se trata de un
resultado aproximado. Imaginemos un proceso a temperatura constante en que comprimimos el gas
que estamos estudiando, mediante la aplicacion de una presion creciente, de modo que la densidad
N/V también crece. Cuando P y N/V son suficientemente grandes, el miembro de la derecha en la
ecuacién 28.3 esta dominado por los términos cuadraticos en la densidad, de modo que P oc (N/V)2.
De acuerdo a esta proporcionalidad, vemos que podemos hacer crecer indefinidamente la densidad
del gas mediante un aumento suficiente de presién. En otras palabras, el volumen por particula V /N
puede disminuir hasta valores arbitrariamente pequefios. Este comportamiento es incompatible con
la forma de la interaccién propuesta, que no permite que los centros de dos particulas se acerquen

a distancia menor que rp.

Una solucién (no rigurosa) para este problema consiste en interpretar a los dos primeros términos en
el miembro derecho de 28.3 como los términos mas importantes del desarrollo en series de potencias

de la densidad en una ecuacién de estado de la forma
NkT N2
e 28.4
VoV, v (28.4)

con V. = Nvy/2. En este ecuacién, cuando P aumenta, es el primer término del miembro de la

P:

derecha el que se vuelve dominante, a medida que la densidad N/V se acerca a N/V,, es decir, a
medida que V tiende a V.. De hecho, la presién diverge para V — V,, lo que indica que este sistema
puede reducir su volumen solo hasta el limite V.. De hecho, si V < V,, la presion en 28.4 se hace
negativa. El limite V,, por lo tanto, representa un volumen excluido macroscépico, por debajo del

cual no existen estados accesibles al sistema.

La propuesta 28.4 resuelve entonces la inconsistencia planteada por el
volumen excluido por el potencial hard core pero, como contrapartida, se
aparta de la serie de aproximaciones sistematicas del desarrollo del virial. La
relacién entre presién, densidad y temperatura dada por 28.4 no es otra que
la ecuacién de estado de van del Waals. Fue propuesta por Johannes
van del Waals en su tesis doctoral de 1873, como un modelo para el cambio
de estado gas-liquido sobre la base de consideraciones fenomenolégicas
respecto de la interaccién molecular. En 1910, van der Waals recibié el
Premio Nobel de Fisica por esta contribucién. La ecuacién de van der
Waals sigue siendo el modelo termodindmico mas estandar para la clase

de transiciones de fase llamadas de primer orden. Estas transiciones estan

caracterizadas por la coexistencia, en ciertos intervalos de los parametros

de control del sistema en estudio, de dos estados termodinamicamente estables (el estado intermedio
es inestable). La transicién abrupta de un estado al otro, controlada por los valores relativos de sus
energias libres, esta asociada con una transferencia neta de energia entre el sistema y el ambiente
(el calor latente del cambio de fase). En el gas de van der Waals, la coexistencia se da para

temperaturas suficientemente bajas, en un rango acotado de presiones, en que el sistema puede
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acceder a dos estados estables con densidades diferentes (gas y liquido). Este comportamiento

queda bien ilustrado por el grafico de las respectivas isotermas, como en la figura 28.2.
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Figura 28.2: Representacion esquematica de una isoterma de van del Waals de baja temperatura en
el plano P-V. Para una presién como la marcada por la linea punteada horizontal, hay tres estados
termodinamicos accesibles, los dos extremos estables y el intermedio inestable. En el modelo de la
transicién gas-liquido se asocia el de mayor volumen (menor densidad) con la fase gaseosa, y el de
menor volumen (mayor densidad) con la liquida.
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29. Modelo de Ising

El nombre de modelo de Ising se utiliza para toda una clase de sistemas fisicos abstractos, formados
por espines interactuantes localizados en el espacio. Cada espin es un elemento como los que ya
hemos encontrado en las lecciones 5 y 8. La interaccion da lugar a contribuciones a la energia del
sistema que “mezclan” dos o mas espines, es decir, términos que dependen del estado de mas de un
espin. Una forma general para la energia de un sistema de N espines con interacciones de a pares y

sujetos a un campo magnético externo es la siguiente:
N

6(0'1,0'2,...,0'/\/):—Z./;jO','O'j—[.LZ B,'O','. (291)

i<j i=1
Aqui, o; es una variable que representa el estado del espin i-ésimo. Tipicamente, el modelo se
plantea con dos orientaciones posibles, o; = 41, pero esta eleccién no es imprescindible. Al igual
que en la leccién 27, Zi<j indica la doble sumatoria sobre todos los espines, sin repeticion de pares
y excluyendo el caso i = j. Los coeficientes J;;, usualmente llamados acoplamientos, caracterizan
la interaccion de a pares. Para dos espines i y j “alineados” —es decir, con o; = o;— la interaccién
disminuye la energia si los J;; > 0, y viceversa. En el altimo término, B; es el valor del campo

magnético externo en la posicion del espin i-ésimo, y u es el momento magnético individual.

Originalmente, el modelo de Ising se introdujo para describir la transicién
ferromagnética, un fenémeno critico que consiste en la aparicién espon-
tanea de magnetizacion permanente en ciertos materiales, al disminuir la
temperatura. Los ferromagnetos, que se transforman en imanes perma-
nentes para temperaturas suficientemente bajas, incluyen a algunos de los
metales mas comunes, como el hierro, el niquel y el cobalto, y una amplia
variedad de compuestos de estos mismos elementos. Cualitativamente, la
transicion ferromagnética se atribuye a la competencia entre el “desorden

térmico’, dominante a altas temperaturas, y el “orden magnético” inducido

por la interaccién entre espines que, para ciertos materiales, favorece que
esté alineados unos con otros, dando lugar a una magnetizacién macroscépica. Tratado en el marco
de la Mecanica Estadistica, el modelo de Ising incorpora naturalmente estos efectos contrapuestos.
La primera solucién exacta del modelo —es decir, el primer calculo explicito de la funcién de particién
de un sistema con una energia como en la ecuacién 29.1— fue presentada por Ernst Ising en su tesis
doctoral de 1924,

La posibilidad de calcular exactamente la funcién de particién en un modelo tipo Ising depende de
manera crucial de las propiedades topolégicas del sistema de espines, implicitas en la forma de los
acoplamientos J;j. De hecho, son muy pocos los casos en que el calculo puede llevarse a cabo. El
caso resoluble que vamos a estudiar aqui —el mismo considerado por Ising en su tesis— es un arreglo
unidimensional de espines, en que cada uno de ellos interactia con sus dos vecinos mas préximos.
La constante de acoplamiento se toma positiva e igual para todos los pares de vecinos préximos —de

modo que, desde el punto de vista energético, se favorece la alineacién entre espines—y se considera
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un campo magnético espacialmente homogéneo. Como funcién de las variables o}, la energia total

vale
N N
€(01,00,...,0n) = —JZ 0041 — /.LBZ oj (29.2)
i=1 i=1

donde el indice i recorre ordenadamente el arreglo de espines. Para simplificar el calculo, supondremos
que el sistema tiene condiciones de borde periédicas, de modo que asociamos la variable o1 con

o1. En otras palabras, estamos suponiendo que el arreglo de espines forma un anillo.

Por una cuestién de conveniencia operacional, reescribimos 29.2 en la forma

N
e(o1,00, ..., = —JZ Oi0i 1 — T Z o +0i11), (29.3)

mas simétrica respecto de las variables o y 0;,1. La funcién de particién canénica

> o> exp[—Be(or,...,on)]

o1==+1 ony==%1

puede escribirse

Z(B) = Z Z Z e Belor,02,0n) Z Z Z ToiosTosos  Tonson Tonors

o1=+1o0r=+1 on==x1 o1=+x1o0ry=+1 ony==x1
(29.4)
donde introdujimos los factores
uB
TO','O','+1 - eXp ﬁJUI'O-I'+1 + ﬁ?(al + 0-,'+]_) ] (295)
para cada i = 1,2,..., N. Los cuatro valores de T, , que obtenemos para cada combinacién de

o;y oi11 pueden arreglarse en forma de matriz,
- To11 To14 - e BJ efU—uB) | '
a la que llamamos matriz de transferencia.

La ventaja de introducir la matriz T reside en que el Gltimo miembro en la ecuacién 29.4 se interpreta
como un producto iterado de T por si misma. Para realizar el calculo en detalle, consideremos en
primer lugar la suma sobre la variable oy, que afecta solamente a los Gltimos dos factores en el

producto de los elementos T,,T,,,,. Aplicando la definicién de producto de matrices, tenemos

Z T0N710NT0N01 = Téi) 101 (29.7)

ony=%1

donde Té,z\,)_lgl no es otra cosa que el elemento de indices {on_1, 01} de T2, el cuadrado de la matriz

de transferencia. Si ahora hacemos la suma sobre op_1, tendremos

Z T"N*2‘7N 17_<§/2\I) 191 Ttgi/) 201’ (298)

on—1==%1
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que equivale al elemento de indices {on_», 01} de T3. Realizando sucesivamente las sumas sobre

ON—2, ON_3, ..., 03, 02 llegamos a que

zZg)=>_ T4, (29.9)
o1==+1
donde Téfva)l es uno de los dos elementos en la diagonal de la matriz 7V. Vemos entonces que la

funcién de particién coincide con la traza (suma de los elementos diagonales) de TV:
Z(B)=TrTV. (29.10)

Para obtener la forma explicita de Z(B) evocamos algunos lejanos recuerdos del Algebra Lineal. En
primer lugar, la traza de una matriz es igual a la suma de sus autovalores. En segundo lugar, los
autovalores de la matriz 7V son las potencias N-ésimas de los de la matriz 7. Por lo tanto, si A\; y

> son los autovalores de T, que pueden calcularse inmediatamente a partir de 29.6, tendremos
Z(B) =AY + Y. (29.11)

En el limite termodinamico, N — oo, el Gnico término que contribuye a la funcién de particién es

el que corresponde al autovalor mas grande. Explicitamente:

Z(B) = |exp(BJ) cosh(BuB) + \/exp(—Z,BJ) + exp(2BJ) sinh?*(BuB)| (29.12)

lo que completa el calculo de la funcién de particién.

Habiendo obtenido Z(B), podemos calcular las cantidades termodinamicas del sistema de Ising
siguiendo los procedimientos usuales. Por ejemplo, la magnetizacion —dada como el valor medio del

momento magnético total- es

_ l@(ljnBZ _ Npsinh(BuB) | (20.13)
k \/exp(—4,8J) + sinh?(BuB)
mientras que la susceptibilidad magnética vale
Xm = lim oM _ BNu? exp(28J), (29.14)

B—0 OB

que satisface la ley de Curie, xu o< 1/kT, para grandes temperaturas (véase 8.8).

De la ecuacién 29.13 vemos que, cuando B = 0, la magnetizacién se anula cualesquiera sean
los otros parametros, y para toda temperatura. Concluimos entonces que, en el modelo de Ising
unidimensional, no existe una fase ferromagnética, es decir, un rango de (bajas) temperaturas donde
el sistema desarrolla magnetizaciéon espontaneamente. En ese sentido, este sistema no provee un

modelo adecuado para la transicién ferromagnética.

En 1944, Lars Onsager consiguié extender el método de la matriz de transferencia a una red cuadrada
bidimensional con condiciones periédicas de contorno y campo externo nulo, logrando mostrar que,

en este caso, si existe una temperatura critica T, tal que la magnetizacion se anula para T > T,
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y es diferente de cero para temperaturas mas bajas. Es interesante mencionar que, ya en 1936,
Rudolf Peierls habia predicho sobre la base de argumentos esencialmente topolégicos que el modelo
de Ising en dos dimensiones debia presentar una fase ferromagnética a temperatura positiva. Si
bien la soluciéon de Onsager es analitica, su comportamiento cerca de la temperatura critica puede
obtenerse solo de forma aproximada. En T = T, tanto la magnetizacién como la energia son
funciones continuas de la temperatura —como, de hecho, sugieren los resultados experimentales

sobre ferromagnetos reales. El calor especifico, mientras tanto, se comporta como

T
C~ —0,49NkIn|1 — —
0,49 n T

(o

, (29.15)

exhibiendo una divergencia logaritmica que no concuerda con los experimentos. Una descripcion
tedrica cuantitativamente aceptable de la transicién ferromagnética en sistemas reales requiere uti-
lizar técnicas avanzadas de calculo, generalmente computacional, y escapa a los escasos resultados

exactos disponibles para la clase de modelos de Ising.

Induction s ATAT.

1 L j = X
26 28 30 J2 34 36 38 H0 42 4% 48 4 30 C

Figura 29.1: Medicién experimental clasica de la transicién ferromagnética en el arseniuro de man-
ganeso (MnAs). Los puntos blancos y negros muestran, respectivamente, el calor especifico y la
magnetizacién como funcién de la temperatura (L. F. Bates, The specific heats of ferromagnetic
substances, Proc. Roy. Soc. London A 117, 680, 1928).
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30. Teoria de campo medio para el modelo de Ising

Las teorias de campo medio constituyen una clase de modelos para sistemas de particulas inter-
actuantes, en los que el efecto de las interacciones sobre cada particula se aproxima por la accién
de una magnitud colectiva, calculada como un promedio convenientemente elegido sobre todo el
sistema. Esta magnitud colectiva es, justamente, el campo medio. Los detalles de la formulacién
de una teoria de este tipo dependen fuertemente del sistema bajo estudio. En otras palabras, dado
un sistema de particulas interactuantes, no existe una regla general para elegir el campo medio que
define la aproximaciéon. En nuestro curso, vamos a presentar dos ejemplos de este tipo de formu-
lacion. Aprovechando el contenido de la leccion anterior, el primer ejemplo se refiere al modelo de

Ising.

Supongamos que tenemos un sistema de N espines de momento magnético u donde cada espin
interactila con z vecinos, con el mismo acoplamiento ferromagnético J > 0 para todos los pares.
Teniendo en cuenta que la magnetizacién del sistema es M = pN({co), donde (o) es el valor medio
estadistico de la variable o; (para cualquier i), nuestra aproximacién de campo medio va a consistir
en reemplazar a las variables ¢; de los espines que interactiian con cada espin i por (o), es decir, por
M/uN. En la energia del sistema, ecuacidn 29.1, esta eleccién corresponde al siguiente reemplazo

para el término de interacciones:

1 - & JzM
ZJ;]O';O’]ZEZZJUO';UJ — 2ILNZO','. (301)
i=1

i<j i=1 j=1

El prefactor 1/2 tiene en cuenta que la interaccién de cada par de espines debe contabilizarse solo

una vez. Ademas, tomamos J;; = 0 para todo /. En esta aproximacion, la energia resulta ser

N
JZM JzM
€(01,02,...,0n) = Za, [.LBZO’, = <2 m +;LB>ZU,-, (30.2)

donde hemos supuesto que el campo magnético externo B es el mismo para todos los espines.

Esta forma aproximada para la energia del sistema de espines tiene la ventaja de que se separa en
contribuciones independientes para cada espin. La desventaja es que incluye una cantidad, la mag-
netizacion M, cuyo valor no conocemos a priori. Como veremos inmediatamente, vamos a obtener
M como resultado de una condicién de autoconsistencia. Este tipo de condicion es caracteristico de

todas las aproximaciones de campo medio.

A partir de 30.2, calculamos la funcién de particion sumando sobre los dos valores posibles de cada

variable o;. El resultado es completamente analogo a 8.5:

Z(B) = (2 cosh {,8 (;ZAA”I n pB>DN. (30.3)

A continuacién, calculamos la magnetizacién:

18InZ

M_
g 0B

= wNtanh [,8 <% + ,lLB):| (30.4)
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Esta es la ecuacion que debe satisfacer M para que nuestro calculo resulte autoconsistente. Lamen-

tablemente, no se puede resolver en forma exacta, asi que vamos a tratarla semicuantitativamente.

Reintroduciendo el valor medio de la variable de espin, (o) = M/uN, la ecuacién de autoconsistencia

30.4 equivale a
(o) = tanh [,8 (§<a> + MB)] . (30.5)

Para explorar las soluciones de esta ecuacién, vamos a graficar ambos miembros de la igualdad como
funciones de (o). El de la izquierda es simplemente la funcién identidad. El de la derecha es una

funcién que depende paramétricamente de la temperatura.

1.0 - T : : T - 10 : T - - T

0.5 B=0 0.5 B>0 o

T decreciente Z T decreciente

0.0

0.5 1.0 0.5 1.0

(o) | | ' (o)

Figura 30.1: Representacion grafica de las funciones de (o) en cada miembro de la ecuacién 30.5.
La linea recta punteada corresponde a la funcién identidad (miembro izquierdo) y las curvas llenas a
la tangente hiperbélica (miembro derecho) para tres valores de la temperatura. Las soluciones de la
ecuacién estan dadas por las intersecciones de cada curva con la identidad, indicadas con circulos.
Izquierda: en ausencia de campo magnético; derecha: con campo positivo.

Consideremos primero el caso en que no hay campo externo: B = 0. En el panel izquierdo de la figura
30.1 representamos las dos funciones para tres valores de S en este caso. La tangente hiperbdlica
es una funcién sigmoide —es decir, con forma de escalén suave, simétrico respecto del origen—
cuya pendiente aumenta a medida que la temperatura decrece. Para temperaturas suficientemente
grandes, la Gnica interseccién con la diagonal ocurre en (o) = 0, que corresponde a magnetizacién
nula. Sin embargo, al bajar la temperatura, existe un punto critico' en el cual la pendiente de la
curva en el origen se hace igual a uno. Para temperaturas menores, subsiste la solucién (o) = 0 pero
se agregan dos soluciones adicionales, simétricas respecto del cero, que se acercan asintéticamente

a (o) = £1 cuando T — 0. Recordando que tanh x ~ x para |x| < 1, obtenemos inmediatamente

tHay tantas definiciones de “punto critico” como autores que las propusieron. En el presente contexto, un punto
critico esta asociado con un cambio en el nimero de soluciones de una ecuacién al variar un parametro —en nuestro
caso, al variar B en 30.5. Por regla general, un cambio en el niimero de soluciones viene acompafiado por un cambio
en su estabilidad (ver mas abajo).
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la temperatura critica, por debajo de la cual tenemos tres soluciones:

KT, — g (30.6)

La existencia de un par de soluciones con (o) # 0 para T < T, es indicativa de que la aproximacién
de campo medio del modelo de Ising predice una transicién ferromagnética, es decir, la aparicién
espontanea de magnetizacion para temperaturas bajas como producto de la interacciéon con acopla-
miento positivo entre espines. Estrictamente, seria necesario probar que las soluciones corresponden
a estados termodinamicos estables. Esta prueba requiere desarrollar una teoria de la respuesta del
sistema ante fluctuaciones que lo alejen del equilibrio termodinamico, en la cual no vamos a entrar
aqui. Tal teoria permite mostrar que las dos soluciones con (o) # 0 son efectivamente estables.
En cuanto a la solucién (o) = 0, es estable para T > T, y se desestabiliza en el punto critico,
de modo que para T < T, es inestable. La simetria de las soluciones para cada valor de la tem-
peratura, por otro lado, esta directamente asociada con la isotropia del sistema (en ausencia de
campo magnético externo). Para cada direccién del espacio, por debajo de la temperatura critica,
las soluciones con cada signo de (o) son mutuamente "equivalentes”. Pregunta para reflexionar bajo
el sol primaveral: en un experimento en que se observa la aparicién de magnetizacién espontanea al

bajar la temperatura, jqué determina su orientacién?

T T T T T J T T T T
1.0 4 B=0 |
(o)
0.5 4 —
0.0
-0.5 4 - 0.5 _
1.0 H - 1.0 -
T T T T T ; T ] T !
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 B=0 15
/T T/T

[4

Figura 30.2: Soluciones de la ecuacién 30.5 para (o) como funcién de la temperatura, en ausencia
(izquierda) y presencia (derecha) de campo magnético, calculadas numéricamente. Las soluciones
estables e inestables estan representadas con lineas llenas y punteadas, respectivamente. En el eje
horizontal de ambos graficos, la temperatura esta normalizada por el valor critico para B = 0, dado
por 30.6. Con B > 0, la temperatura critica es menor que con B = 0.

En el panel izquierdo de la figura 30.2 estan graficadas las soluciones de 30.5 para (o) como funcién
de la temperatura, con B = 0. Nétese la forma abrupta en que la magnetizacién crece justo por
debajo de T = T,. Este comportamiento es tipico de la transicién ferromagnética en sistemas reales,
aunque las condiciones experimentales pueden “suavizar” el crecimiento observado (ver figura 29.1).

Realizando un desarrollo de la ecuacién 30.5 alrededor de (o) =0y T = T, encontramos que, para
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T < T., la magnetizacién se comporta como

T\ 12
M (1 - ?> (30.7)

como funcién de la temperatura. En la jerga de los fenémenos criticos, se dice que 1/2 es el
exponente critico de la magnetizacion del modelo de Ising en la aproximacién de campo medio

(para campo cero).

Cuando B # 0, se rompe la isotropia del sistema y su comportamiento es cualitativamente distinto.
En el panel derecho de la figura 30.1 vemos que, aun para temperaturas altas, siempre hay una
solucién con magnetizacién positiva (si B > 0). Naturalmente, esta magnetizacién esta inducida en
el material por el campo magnético externo, y es analoga a la que estudiamos en las lecciones 5
y 8 en ausencia de interacciones. Puede verse que la correspondiente solucién es siempre estable.
A medida que la temperatura decrece y el efecto combinado del campo externo y las interacciones
ferromagnéticas se vuelve mas importante, la magnetizacién asociada a esta solucién aumenta. Si
la temperatura sigue bajando, existe un valor critico —-menor que el correspondiente a la transicion
ferromagnética en ausencia de campo— para el cual “se crean” dos soluciones de magnetizacion
negativa, una estable y la otra inestable (ver figura 30.2, panel derecho). La existencia de una solucién
estable con magnetizacién negativa es consecuencia directa de las interacciones ferromagnéticas
entre espines, que hacen posible que se orienten colectivamente en sentido opuesto al campo externo.
La teoria que describe la respuesta del sistema a fluctuaciones de sus parametros de control, sin
embargo, permite demostrar que esta solucion es, en un sentido preciso, “menos estable” que la
de magnetizacién positiva, de forma que esta altima es “preferida” por el sistema. En este caso, la

solucién con magnetizacién opuesta al campo se denomina metaestable.
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31. Adsorcién de particulas interactuantes

Como segunda aplicacién de la aproximaciéon de campo medio, en este lecciéon vamos a estudiar
un modelo para un sistema de particulas adsorbidas sobre una superficie, muy similar al que ya
analizamos en la leccién 15. La diferencia con aquel sistema reside en que las particulas adsorbidas

ahora interactéian entre si.

Concretamente, estamos interesados en modelar una
clase bien conocida de experimentos de adsorcién, en
los que la superficie de un metal noble —tipicamente,
platino— se pone en contacto con un gas de moléculas
formadas por dos atomos de la misma especie —por

ejemplo, oxigeno (O,). Al acercarse lo suficiente a la

superficie, debido a su interaccién con los dtomos del
metal, las moléculas de oxigeno se disocian, es decir,
los dos atomos que forman cada molécula se separan, y son adsorbidos independientemente uno
del otro. Una vez adsorbidos, los atomos de oxigeno interactian con la superficie metélica. Como
consecuencia de la interaccién atomo-superficie, la estructura cristalina del material se deforma
levemente en las vecindades de cada atomo. Esta deformacién, a su vez, tiene un efecto sobre
otros atomos adsorbidos cercanos, que se manifiesta como una fuerza efectiva de atraccion entre
los atomos. Suele decirse que se trata de una interaccién efectiva mediada por la superficie. La
interaccién atractiva entre los atomos adsorbidos da lugar a una distribucién heterogénea sobre la
superficie metalica, con formacién de estructuras tipo “islas’ o patrones laberinticos. En la figura
adjunta (Zambelli et al., Nature 390, 495, 1997) se muestras dos fotografias de resolucién atémica
en un experimento de adsorcién de O, en Pt(1,1,1), tomadas a temperaturas diferentes. Las zonas

oscuras corresponden a los sitios de red ocupados por atomos adsorbidos.

En la adsorcién de particulas no interactuantes, como las que consideramos en la leccién 15, el
estado de cada particula adsorbida queda caracterizado por la energia de adsorcién —e4, una cantidad
negativa (respecto del “cero de energias” de las particulas en la atmdsfera) cuyo médulo corresponde
a la energia minima que debe entregarse a una particula adsorbida para desorberla. Cuando las
particulas adsorbidas interactan, hay una contribucién adicional en la energia de adsorcién, asociada
a la interaccién. Si la interaccion es atractiva, la contribucién a —g4 es negativa. Sin embargo, esta
contribucién depende fuertemente de la configuracion de las particulas en cada regién de la superficie:
la energia de una dada particula adsorbida cambia segiin la distribucion del resto de las particulas
en su entorno. Un célculo detallado de la estadistica del sistema requeriria entonces analizar cada
posible configuracién de particulas adsorbidas, y poder evaluar la energia asociada a cada una de

ellas.

Recurriendo a una aproximacién de campo medio, vamos a suponer que el efecto de la distribucién
local de los atomos adsorbidos puede describirse especificando solamente cuanto vale el cubrimiento

de la superficie, es decir, la fraccion n de sitios ocupados por particulas en todo el sistema (ver
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lecciéon 15). En otras palabras, estamos reemplazando el efecto de los atomos adsorbidos en cada
entorno de la superficie pon un “campo medio” dado por el cubrimiento global. Cuantitativamente,
representamos el efecto de la interaccién atractiva entre los atomos adsorbidos proponiendo una
energia de adsorcion dependiente del cubrimiento 7, tanto mas negativa cuanto mayor es 7, por
ejemplo

— 4= —€p — an. (31.1)

La energia de adsorcién vale —gq cuando la interaccién puede despreciarse —por ejemplo, cuando
n ~ 0. El coeficiente positivo a mide la intensidad de la interaccién, y aqui supondremos que es una

constante.

Dada esta hipétesis para la forma de la energia de adsorcién y suponiendo que 7 es una variable
cuyo valor se ajusta autoconsistentemente, como |la magnetizacién en la leccion anterior, repetimos
el calculo de la leccion 15 dentro de la misma formulacién estadistica: suponemos que la superficie es
un sistema en contacto con un bafio térmico y de particulas —la atmésfera— que fija la temperatura T
y el potencial quimico w. Si la atmésfera puede considerarse como un gas ideal, u puede expresarse
a su vez en funcién de la presiéon P y la temperatura. El nimero medio de particulas adsorbidas se

calcula como en 15.3, y el cubrimiento resulta ser

1
_ | 31.2
n L+ Pa(T,m)/P L2
con
2mTm 3/2
Pa(T, n):< 2 ) e (st IKT (KT )12, (31.3)

La ecuacién 31.2 es analoga a 15.6, solo que ahora no nos da una forma explicita del cubrimiento.
De hecho, se trata de la ecuacién de autoconsistencia que tenemos que resolver para encontrar n

como funcién de la temperatura, la presion y el resto de los parametros del sistema.

La figura 31.1 representa la solucién de este problema, obtenida numéricamente, como funcién
de la presion y para un dado valor de la temperatura, kT = 0,2a. El grafico en el panel de la
izquierda, analogo a los de la figura 30.1 para el modelo de Ising, muestra las soluciones de 31.2
como intersecciones de las funciones en cada miembro de la ecuacion, para tres valores de P. En
el panel de la derecha, analogo a la figura 30.2, tenemos las soluciones para n como funcién de la

presion.

Cuando la presion es baja, hay una danica solucién, correspondiente —como era de esperarse— a
cubrimiento pequefio. A medida que la presiéon aumenta, tampoco inesperadamente, esta solucion
se desplaza de manera monétona hacia cubrimientos mayores. Sin embargo, a una presién critica
P., aparece abruptamente un par de nuevas soluciones, correspondientes a un valor de 7 mucho mas
alto. Este fenémeno critico es completamente analogo al observado en el modelo de Ising con campo
magnético diferente de cero, al disminuir la temperatura (panel derecho de la figura 30.2). Para
presiones mas altas, las soluciones de maximo y minimo cubrimiento siguen aumentando, mientras
que la intermedia decrece. Esta solucién intermedia se aproxima progresivamente a la de minimo

cubrimiento, hasta que ambas “chocan” y “se aniquilan” a una presién critica P.,. El fenémeno
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critico de aniquilacion de las dos soluciones es cualitativamente el mismo que el de creacion en Py,
aunque la aparicion de las dos nuevas soluciones ocurre ante variaciones de la presién en sentidos

opuestos. Para presiones mas altas, P > P.,, sélo subsiste la solucién de alto cubrimiento.

- 10 . — : ;

0.8 4 0.8 e
n 8

06 06 §

0.4 - 0.4 - :

P creciente |

0.2

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.00 0.05 0 0.15

n P/P (T,0)

Figura 31.1: Izquierda: Representacion grafica de las funciones de n en la ecuacién 31.2, para
temperatura fija kT = 0,2a. La linea punteada corresponde a la funcién identidad y las curvas
llenas a la funcién del miembro derecho, para tres valores de la presién. Los circulos indican las
soluciones de la ecuacién para cada valor de la presién. Derecha: Solucién numérica de 31.2 para n
como funcién de la presién, con los mismos parametros que en el panel izquierdo. Las curvas llenas
corresponden a soluciones estables, y la punteada a una solucién inestable.

Una teoria para la respuesta de este sistema ante fluctuaciones que lo apartan del equilibrio termo-
dinamico permite mostrar que, en el intervalo de presiones en que existen tres soluciones para el
cubrimiento, P.; < P < P.,, las dos soluciones con valores extremos de 7 son estables, mientras
que la intermedia es inestable. La existencia de este intervalo de biestabilidad es |la causa directa
de la formacién de estructuras espaciales como las que se muestran en la fotografia al inicio de esta
leccion, donde alternan areas de bajo y alto cubrimiento. Naturalmente, como las variables espaciales
no estan incluidas en la aproximacién de campo medio, la formacién de estructuras escapa a nuestra
descripcion. Sin embargo, aun esta teoria tan simplificada es capaz de predecir la coexistencia de

dos fases con valores diferentes del cubrimiento, compatible con las observaciones experimentales.

En este punto, no deberia pasar desapercibida la profunda analogia de comportamiento entre el
sistema que acabamos de tratar y el gas de van der Waals, que describimos sucintamente en la
leccién 28. A la misma clase pertenece también el modelo de Ising en campo medio con campo
magnético externo diferente de cero, que sobrevolamos al final de la leccién anterior. En los tres
sistemas tenemos rangos del parametro de control (la presion en el problema de adsorcién y en el
gas de van der Waals, y la temperatura en el modelo de Ising) en los cuales coexisten tres estados
termodinamicos, dos de ellos estables y uno intermedio inestable. Estos rangos de biestabilidad estan
limitados por puntos criticos en los que aparecen o desaparecen simultdneamente dos soluciones

para el equilibrio termodinamico, una estable y otra inestable. En la teoria de fenémenos criticos, tal
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comportamiento caracteriza a las bifurcaciones tangentes, también conocidas como de punto

de ensilladura (saddle-node, en inglés).

El comportamiento critico asociado a las bifurcaciones tangentes es propio de los sistemas termo-
dindmicos que sufren transiciones de fase de primer orden. Su presencia en una amplia clase de
sistemas no relacionados desde el punto de vista de su naturaleza fisica es una evidencia de la uni-
versalidad de esta fenomenologia. El modelo de Ising con campo nulo, por su lado, pertenece a
otra clase de universalidad. Como vimos en la leccién anterior, como consecuencia de la isotropia
del sistema cuando el campo es nulo, el fenémeno que tiene lugar a la temperatura critica consiste
en la creacién de dos estados estables simétricos, de magnetizacién diferente de cero, acompafiada
por la desestabilizacién del estado de magnetizacion nula. Este tipo de fenémeno critico es llama
bifurcacién de horquilla o tenedor (pitchfork, en inglés), y define una clase de universalidad
menos comin que la de la bifurcacién tangente, ya que su aparicién requiere condiciones de mayor
simetria. En el contexto termodinamico, a esta clase de universalidad pertenecen las transiciones de

fase de segundo orden.
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32. Brevisima introduccién a la Estadistica de los siste-
mas fuera de equilibrio

La formulacién de una descripcién estadistica para sistemas que, en escalas macroscépicas, no
se hallan en equilibrio termodinamico, requiere apartarse sustancialmente de la teoria que hemos
desarrollado hasta el momento. A fin de cuentas, el Gnico elemento relevante que subsiste al pasar
de la Mecanica Estadistica de equilibrio a una formulacién fuera de equilibrio es la probabilidad
de observar al sistema bajo estudio en cada uno de sus estados accesibles. Esta probabilidad, sin
embargo, es ahora una cantidad dependiente del tiempo, p,(t). El problema basico de la Estadistica
fuera de equilibrio consiste en formular y resolver la evolucién temporal de p,(t) para cada estado
del sistema. Como veremos en seguida, describir la evolucién de p,(t) requiere especificar también

la probabilidad con que el sistema “salta” de un estado a otro.

La Estadistica fuera de equilibrio no cuenta con un principio rector equivalente a la maximizacién
de la entropia —que, en el caso de la Mecanica Estadistica de equilibrio, es la base del vinculo con
la descripcién macroscépica. Puede decirse que la inexistencia de un principio de este tipo es un
inconveniente no menor, ya que le resta formalidad a la teoria. Sin embargo, desde el punto de
vista operacional, esta “falencia” implica una ventaja enorme: la coleccién de estados sobre los que
evoluciona el sistema ya no esta dada necesariamente por sus microestados mecanicos. A través de
un par de ejemplos, vamos a ver que en la Estadistica fuera de equilibrio es el/la usuari@ quien elige
qué estados tener en cuenta, de acuerdo al nivel de descripcion que haya seleccionado para trabajar.
La validez de cada eleccion, como siempre, serad provista por la comparacion de las predicciones de

la teoria con los resultados empiricos.

Figura 32.1: La Estadistica fuera de equilibrio concibe la evolucién de un sistema como una secuencia
aleatoria de transiciones entre sus estados accesibles. El objetivo de la teoria es determinar cémo
depende del tiempo la probabilidad de que el sistema se encuentre en cada estado.

Como adelantamos, la pregunta basica que nos hacemos en la Estadistica fuera de equilibrio es cémo
varia en el tiempo la probabilidad de que un sistema ocupe cada uno de sus estados accesibles. A
continuacién vamos a proponer una formulacién matematica para responder esta pregunta —no
completamente general, pero de amplia aplicabilidad. La probabilidad de que el sistema se encuentre

en el estado w a tiempo t + At, p,(t + At), consiste en una suma de contribuciones provenientes
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de todas las transiciones posibles desde los estados w’ que el sistema podia ocupar a tiempo t.
Estas contribuciones estan dadas por el producto de la probabilidad p,(t) y la probabilidad de
transicién’ de w’ a w en el lapso At, a la que denotamos Mat(w" — w). Concretamente, teniendo en
cuenta que los eventos de ocupacién de cada estado accesible w’ a un dado tiempo son mutuamente

excluyentes, podemos escribir

pu(t + At) = Zﬂm(w’ — w)pu(t), (w=12,...,9), (32.1)

donde la suma corre sobre todos los estados accesibles al sistema, w’ = 1,2,...,Q (incluso w).
La probabilidad TTa;(w’ — w) podria ser una cantidad dependiente del tiempo al cual ocurre la
transicion. Esta dependencia, sin embargo, no tiene efecto en el resultado final de nuestro analisis,
de modo que no es necesario indicarla explicitamente. Notemos que la evolucion dada por 32.1

conserva la normalizacién de la probabilidad, Y p,(t + At) =3 _ p,(t) = 1 si se cumple
> Talw' = w) =1. (32.2)

Esta condicion expresa, para cada estado de salida w’, la normalizacién de las probabilidades de

transicién respecto de los posibles estados de llegada w.

Consideremos ahora la ecuacion 32.1 en el limite At — 0. Por un lado, el miembro de la izquierda
se convierte en p,(t) + p,(t)At. El limite queda bien definido si, en el miembro de la derecha, las

probabilidades de transicion para w’ # w pueden escribirse como
Mar(w' — w) = W(w' — w)At, (32.3)

es decir, si suponemos que son proporcionales al intervalo At. La cantidad W(w' — w) se llama
frecuencia (o probabilidad por unidad de tiempo) de transicion del estado w' al estado w.
Noétese que, efectivamente, W (w' — w) tiene unidades de t~1. Mientras tanto, para satisfacer la
normalizacion 32.2, |la probabilidad de que el sistema permanezca en el mismo estado w’ debe ser
Mae(w = @) =1- Taw »w)=1-AtY» W - w) (32.4)
wHw’ wFw’
Reordenando apropiadamente estas expresiones y reemplazando en 32.1, instructivo calculo que se

recomienda realizar en detalle, obtenemos
pu(t) =D [W(Ww = w)pu(t) = W(w = w')pu(t)]. (32.5)

Esta es un sistema de Q ecuaciones diferenciales para las probabilidades p,(t), cuya solucién requiere
especificar las frecuencias de transicion W(w' — w), y condiciones iniciales p,,(0). Cada una de estas
ecuaciones describe la evolucién de p,,(t) como la combinacién de contribuciones positivas (términos
de ganancia), provenientes de las transiciones hacia el estado w en cuestidn, y contribuciones
negativas (términos de pérdida), correspondientes a las transiciones que “extraen probabilidad”
desde w y la “depositan” en otros estados. Los términos de pérdida son todos proporcionales a

P.(t), que puede sacarse como factor comin de la sumatoria sobre w'.

TEn la formulacién de la Estadistica fuera de equilibrio, se supone que las probabilidades de transicién son datos
del problema, que caracterizan al sistema bajo estudio.
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El sistema de ecuaciones 32.5 recibe, en conjunto, el nombre de ecua-
ciéon maestra. La ecuacién maestra provee una descripcién estadistica
muy general para la evolucién de todo tipo de sistemas —no necesaria-
mente de origen fisico. Sin embargo esta formulacién no esta exenta de
suposiciones. La principal hipétesis implicita en 32.5 es que la evolucién
de las probabilidades p,(t) a cada tiempo t estd completamente deter-
minada por el valor de esas probabilidades a ese mismo tiempo. En otras
palabras, la ecuaciéon maestra descarta cualquier dependencia de la histo-
ria previa del sistema. Una sucesién de eventos donde la probabilidad de

que cada uno de ellos ocurra depende solamente de la probabilidad del

evento inmediato anterior se llama cadena de Markov. En el limite de
tiempo continuo, tal sucesién de eventos se transforma en un proceso estocastico markoviano.

Este modelo fundacional fue propuesto por el matematico Andrei Andreievich Markov en 1906.

La ecuaciones en el sistema 32.5 son lineales en las probabilidades p,(t). Esto implica no solo que
la solucién para una dada condicién inicial existe y es Gnica, sino que ademas puede obtenerse
de manera exacta —al menos formalmente. Aqui vamos a analizar una aplicacién en un caso muy

sencillo. Consideremos la transformacion reversible entre dos especies quimicas Ay B,

w

A—B,

w_
que ya estudiamos en equilibrio termodinamico en la leccién 13. La cinética de este proceso quimico
queda caracterizada especificando las velocidades de reacciéon, w., que dan la frecuencia con la
que ocurre una transformacién entre las especies A y B en cada sentido de la reaccién. En otras
palabras, para una particula individual, wy dan las frecuencias de transicién entre los “estados” Ay
B. La ecuacién maestra 32.5 para las probabilidades de que la particula se encuentre en cada uno

de los dos estados, pa(t) y ps(t), es

Pa(t) = w_ps(t) — wipa(t),
(32.6)

ps(t) = wipa(t) — w-ps(t).

Vemos inmediatamente que se conserva la probabilidad, pa(t) + ps(t) = 0, de modo que podemos

escribir pg(t) = 1 — pa(t) para todo tiempo. La ecuacién resultante para pa(t),

pA(t) = w_ — WopA(t) (327)
donde wy = w_ + w,, tiene solucién
pa(t) = pa(0)e"t + % (1—e™ot). (32.8)
0

A partir de la condicién inicial pa(0), la probabilidad pa(t) se acerca exponencialmente al valor
asintético pa(0o0) = w_/wp, en una escala de tiempo caracteristica w;, *. La probabilidad comple-

mentaria pg(t) tiene un comportamiento analogo, acercandose asintéticamente a pg(c0) = w, /wy.
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Habiendo encontrado la probabilidad de que una particula se encuentre en cada uno de los “estados”
Ay B, podemos pasar ahora a considerar un sistema de N particulas no interactuantes sujetas a la
misma reaccién quimica. La probabilidad de que a un tiempo t haya exactamente n, particulas de
tipo A —y, por lo tanto, ng = N — ny de tipo B— estd dada por la distribucién binomial:

()= (o1 ) pa(epeCey” = (0 ) e - a0 (329)

na na

El nimero medio de particulas de cada especie como funcién del tiempo es

Na(t) = Y napny(t) = pa(t)N,  Np(t) = Y nepas(t) = pa(t)N. (32.10)

na=0 ng=0
En la leccién 13, por otro lado, encontramos la relacién entre las densidades (o, lo que es lo mismo,
entre los nimeros de particulas) de ambas especies en equilibrio termodinamico, dada por la ecuacién
13.4. Si pretendiéramos que ese resultado coincidiera con la solucién de la ecuacién maestra 32.6
para tiempos asintéticamente grandes, deberia cumplirse

Na() _ pa(0)  w_ (ﬂ)w exp (SB — SA) _ (32.11)

Ng(c0)  pg(o0)  wy mg kT

Esta relacién vincula propiedades del sistema fuera del equilibrio termodinamico —las velocidades de
reaccién wy— con la temperatura, variable termodinamica que caracteriza el equilibrio. Si la energia
interna g de la especie B es menor que €4, es decir, si g — €4 < 0, la ecuacion 32.11 predice una
aceleracién relativa de la reaccion en la direccién A — B a medida que la temperatura decrece. La
relaciéon exponencial con la inversa de la temperatura del cociente w_/w, se llama ecuacién de

: . . : -
van't Hoff, y se verifica experimentalmente en una amplia clase de procesos quimicos.

A partir de 32.9 podemos calcular también la desviacion estandar de los nameros de particulas de

cada especie,
Onp(t) = Ta(t) = v/ Npa()p(®), (32.12)

que tienden asintéticamente a o(c0) = /Nw,w_/wy. Vemos que, a lo largo de la evolucién
temporal, la desviacién estandar es proporcional a v/N mientras que los nimeros medios de particulas
de cada especie son de orden N. Este comportamiento es analogo al predicho para el valor medio y
las fluctuaciones del niimero de particulas en equilibrio termodindmico, como esbozamos al final de

la leccién 14.

En la figura 32.2 mostramos, en funcién del tiempo, los nameros medios de particulas de cada
especie, dados por 32.10, normalizados por N —es decir, las probabilidades pa(t) y ps(t)-y la
desviacion estandar de la ecuacién 32.12 normalizada por v/N. El grafico corresponde al caso en
que, inicialmente, se sabe con certeza que las N particulas pertenecen a la especie A: pa(0) = 1,
ps(0) = 0. Ademas, wy, = 10 w_, de modo que la reacciéon quimica ocurre preferentemente en la

direccion A — B. Esto explica el pequefio valor de N(t) para tiempos grandes.

Como en el instante inicial todas las particulas pertenecen a la misma especie, la desviacion estandar

se anula a t = 0. Luego crece y alcanza un maximo cuando se igualan los valores de Ny y Ng. En
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Figura 32.2: Valores medios del niimero de particulas de cada especie, Na(t) y Ng(t), y su desviacién
estandar, cr,,A‘B(t), en la reaccion reversible A <+ B, como funcién del tiempo. Los valores medios

estan normalizados por el namero total de particulas, N, y la desviacién estandar por +/N. El
tiempo esta reescaleado a wyt. Estos resultados corresponden a la condicién inicial pa(0) = 1, con
wy = 10w_.

ese punto, necesariamente, Ny = Ng = N/2y 0,, = on, = \/N/2 A partir de alli, la desviacién

estandar baja hacia su valor asintético.
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33. Modelo de campo medio para la propagacién de una
epidemia

Como segundo ejemplo de aplicacion de los conceptos que introdujimos en la leccién anterior,
vamos a plantear —desde el punto de vista de la Estadistica fuera de equilibrio— un modelo para la
propagacion de una enfermedad infecciosa transmitida por contagio. Consideremos una poblacién,
humana por ejemplo, en la que cada individuo puede hallarse, a un dado tiempo, en uno de tres
estados epidemiolégicos: susceptible, si todavia no ha sufrido la enfermedad y puede ser contagiado;
infectado, si esta sufriendo la enfermedad vy tiene la capacidad de transmitirla; y recuperado, si
sufrié la enfermedad y se curd. En este modelo, suponemos que los individuos recuperados no
contagian ni pueden volver a enfermarse. La clase de recuperados también incluye a los “removidos”,
es decir, las victimas fatales de la enfermedad. La secuencia de estas tres etapas define los modelos

Susceptible-Infectado-Recuperado o, brevemente, modelos SIR.

Como representacion estadistica para un modelo SIR, elegimos describir la evoluciéon temporal de
las probabilidades de que un individuo de la poblacién se halle en cada una de los estados epide-
miolégicos, que denotamos ps(t), pi(t) y pr(t). Segln vimos en la leccién anterior, la dindmica de

estas probabilidades queda definida al especificar las frecuencias de transicién entre los estados.

Consideremos en primer lugar la transicion S — |. La probabilidad por unidad de tiempo de que un
individuo susceptible se contagie depende no solo de la virulencia de la enfermedad, sino también
del grado de contacto del individuo con la poblacién infectada. Por supuesto, en una situacion real,
este Gltimo parametro puede variar drasticamente de un individuo al otro. Aqui vamos a adoptar
una aproximacion igualmente drastica, suponiendo que cada individuo susceptible tiene contacto
sostenido con z individuos de la poblacién total, que supondremos de tamafio N. Si I(t) es el niamero
total de infectados a un dado tiempo, la cantidad de infectados en contacto con cada susceptible
puede estimarse como zI(t)/N. Esta estimacion constituye un tipico argumento de campo medio
para describir aproximadamente la interaccién de las componentes del sistema, en este caso, los
individuos de la poblacién en que se propaga la enfermedad. Nuestro modelo para la frecuencia de

transicion de susceptible a infectado es entonces
W(S — I) =~zI(t)/N, (33.1)

donde <y, que suponemos constante, es la probabilidad por unidad de tiempo de que un infectado
contagie a un susceptible con el que se encuentra en contacto permanente. Este parametro mide la

transmisibilidad de la enfermedad.

En cuanto a la transicién | — R, es usual considerar que se trata de un proceso espontaneo, que
ocurre con una frecuencia constante
W(I— R) = p. (33.2)

En las infecciones reales, la probabilidad de recuperacién por unidad de tiempo suele depender

fuertemente de la etapa de la enfermedad en que se encuentra el individuo infectado, con un tiempo
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bien definido de curacién. Al suponer que esta probabilidad es constante, estamos admitiendo que el
infectado puede curarse en cualquier momento de la enfermedad, aunque también existe una escala

temporal tipica para la recuperacién, dada por p~ 1.

Con esta eleccién para las frecuencias de transicién, obtenemos la ecuacién maestra 32.5 para las

probabilidades de cada estado epidemiolégico:

pu(t) = M8 ps(t) — ppu(t), (33.3)

donde I' = yz. Como no podia ser de otra manera, ps + pr + pr = 0 para todo tiempo. Como ya
vimos en el ejemplo de la leccién anterior, cada una de las probabilidades puede identificarse con
la fraccion de la poblacién que se encuentra en cada estado epidemiolégico. Si S(t) es el nimero
total de individuos susceptibles, la fraccién s(t) = S(t)/N se estima como s(t) = ps(t). Del mismo
modo, y(t) = I(t)/N = pi(t) y r(t) = R(t)/N = pr(t). Adoptando estas identificaciones, las

ecuaciones 33.3 se transforman en
s(t) = —Ty(t)s(t),

y(t) =Ty(t)s(t) — py(t), (33.4)

Esta es la forma mas elemental de las ecuaciones diferenciales que definen un modelo de tipo SIR.

A pesar de su aspecto inofensivo, la solucién explicita de las ecuaciones 33.4 para cualquier condicién
inicial no se conoce. La dificultad para resolverlas proviene de que son ecuaciones no lineales, con
un término que involucra al producto de dos de las incégnitas, y(t)s(t). Aqui nos limitaremos a

comentar algunas de sus propiedades y a ilustrar el comportamiento de su solucién.

En primer lugar, gracias a un teorema muy general para las ecuaciones diferenciales ordinarias, sabe-
mos que la solucién existe y es Gnica para cada condicién inicial —aun cuando no se la pueda expresar
explicitamente. En segundo lugar, el analisis puede limitarse a las dos primeras ecuaciones, para s(t)
e y(t), ya que s(t) + y(t) + r(t) es constante a lo largo de la evolucién. Como necesariamente

s(0)+y(0)+ r(0) = 1, a todo tiempo podemos calcular la fraccién de individuos recuperados como

r(t) =1—s(t) — y(t).

En las situaciones de interés epidemiolégico, las ecuaciones 33.4 se analizan para condiciones iniciales
en que la mayor parte de la poblacién se encuentra en estado susceptible, s(0) < 1, con un pequefio
namero de infectados y(0) = 1 — s(0) 2 0, y sin individuos recuperados, r(0) = 0. De la segunda
ecuacion, queda claro que el nimero de infectados inicialmente crecera, y(0) > 0, si

r r
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Figura 33.1: Solucién numérica de las ecuaciones 33.4 para la fraccién de susceptibles, infectados
y recuperados, s(t), y(t) y r(t), con condicién inicial s(0) = 0,999, y(0) = 0,001 y r(0) = 0,
y I'/p = 5, como funcién del tiempo reescaleado pt. La linea punteada horizontal indica el nivel
de susceptibles en que el nimero de infectados alcanza su maximo, a partir del cual la tasa de
reproduccién R(t) es menor que uno, y la epidemia comienza a retroceder.

Para el modelo SIR que estamos considerando, la cantidad

R(¢) = “s(t) (33.6)

P

es la tasa (o ritmo) de reproduccién, y mide el nimero medio de contagios producidos por
cada enfermo durante el periodo en que permanece infectado. Para un dado tiempo t, R(t) > 1
indica que la epidemia esta propagandose, ya que el namero de infectados esta en crecimiento. Si, en
cambio, R(t) < 1, la epidemia esta en retroceso. Como vemos en 33.6, la tasa de reproduccién en
nuestro modelo depende no solo de los parametros infectolégicos ' y p, sino también de la fraccién

de individuos susceptibles en la poblacién.

Desde una condicién inicial con la poblacién mayormente susceptible y un pequefio nimero de
infectados, si Ry = R(0) > 1, y(t) inicia una etapa de crecimiento exponencial. Progresivamente,
sin embargo, el aumento de individuos recuperados combinado con la disminucién del namero de
susceptibles lleva a una inhibicién del crecimiento de la fraccién de infectados. En el punto en que
s(t) cruza (hacia abajo) el valor tal que R(t) = 1, el namero de infectados alcanza un maximo
—el “pico” de la infeccién—y, a partir de alli, y(t) disminuye, acercandose asintéticamente a cero.
Cuando R(t) < 1y la fraccién de infectados ya es muy pequefia, y(t) decrece exponencialmente.
Para tiempos suficientemente grandes, y(t) ~ 0, y las fracciones de susceptibles y recuperados

alcanzan valores asintéticos constantes.

La figura 33.1 muestra la solucién numérica de las ecuaciones 33.4 con condicién inicial s(0) = 0,999,
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y(0) = 0,001y r(0) = 0, para I'/p = 5. Esta relacién entre los parametros infectolégicos es bastante
extrema, de modo que al final de la epidemia virtualmente toda la poblacién ha sido infectada, y
practicamente no quedan susceptibles. En el momento en que la epidemia toca su pico, que coincide
con el punto en que s(t) = p/I', aproximadamente la mitad de la poblacién esta infectada. Las
epidemias reales suelen tener un alcance mucho mas moderado, lo que no evita que se transformen
en catastrofes sanitarias y socioeconémicas. La Peste Negra, cuya identidad infecciosa no se conoce
con certeza, alcanzé su pico méas alto en Europa hacia 1350, y acabé con la tercera parte de la
poblacién, por lo menos. Para las cuatro oleadas de fiebre amarilla en Buenos Aires durante el siglo
XIX, se conocen datos mas cuantitativos: en la peor (1871), murié el 8% de los habitantes en un
lapso de dos o tres meses, y alrededor del 30 % huyé de la ciudad a modo de aislamiento preventivo.
Este desastre dio un impulso definitivo a la instalacién de los primeros sistemas de cloacas y agua

corriente de la capital.
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